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1.1. Wiederholung: Grundbegriffe der Logik

Die Logik (engl. logic) untersucht (nach modernem Verstiandnis) die Giiltigkeit von

Argumenten.

Ein Argument (Schluf}; engl. argument) ist eine Reihe von Aussagen, den Pri-
missen (engl. premises, Brit. Engl. auch: premisses), die eine andere Aussage, die

Konklusion (engl. conclusion), stiitzen sollen.

Aussagen (Propositionen, wahrheitsdefinite Sétze; engl. propositions) sind wahr

oder falsch (nicht aber giiltig oder ungiiltig).

Argumente (Schlisse, logische Folgerungen) sind giiltig (engl. valid) oder ungiiltig
(engl. invalid) (nicht aber wahr oder falsch).

Ein ungiiltiges Argument kann eine wahre Konklusion haben. Ein giiltiges Argument

kann eine falsche Konklusion haben.

Giltige Argumente sind wahrheitserhaltend (engl. truth preserving). Alternative
Formulierungen: die Konklusion folgt (logisch) aus den Pramissen; wenn die Préamissen

wahr sind, mufl auch die Konklusion wahr sein; das Argument ist risiko-frei.
Giiltigkeit (engl. validity) ist eine Beziehung zwischen Pramissen und Konklusion.

Ein giiltiges Argument, dessen Pramissen wahr sind, wird schliissig (engl. sound)
genannt. — Entsprechend 148t sich die Schliissigkeit von Argumente auf genau zwei
Weisen bestreiten: indem man zeigt, dafl wenigstens eine der Pramissen falsch ist, oder,

indem man zeigt, dafl das Argument ungiiltig ist. Nur das zweite ist Gegenstand der
LogikE

1 Anmerkung: Bitte beachten Sie die Formulierung: “ .. 148t sich die Schlissigkeit von Argumen-
ten auf genau zwei Weisen bestreiten”: Es gibt, wie wir sehen werden, durchaus andere Arten, ein
Argument zu kritisieren/anzugreifen.
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Ein Konditional (engl. conditional) ist eine Aussage der Form “Wenn A, dann
B”. Dabei nennt man A Andezedens (engl. antecedent), B Konsequens (engl.

consequent) des Konditionals, und schreibt: A D B.

Als modus (ponendo) ponens bezeichnet man Argumente mit der logischen Form:
A, AD B, also: B.

Als modus (tollendo) tollens bezeichnet man Argumente mit der logischen Form:
—-A, BD A, also: =B.

Als Syllogismen werden giiltige Argumente bezeichnet mit (genau) zwei Préamissen
und einer Konklusion, die jeweils eine der folgenden Formen haben: “Alle S sind P”,
“Einige S sind P”, “Alle S sind —=P” oder “Einige S sind —=P”. Ein Standard-Beispiel
ist der sog. Modus Barbaraﬁ

Alle S sind M. Obersatz oder praemissa major
Alle M sind P. Untersatz oder praemissa minor
Alle S sind P. Konklusion oder conclusio

1.2. Fehlschliisse
Der Ausdruck “Fehlschluf3” (engl. fallacy) ist mehrdeutig und bezeichnet:

(i) alle nicht-giiltigen Schliisse, besonders aber solche, die (aufgrund der Argument-
form) moglicherweise leicht fiir giiltig gehalten werden kénnen (sog. formaler Fehl-

schluf3 oder non sequitur);

(ii) andere typische oder hiufige Argumentationsfehler, ohne dafl diese notwendig
einen Anspruch auf Giiltigkeit erheben (sog. nicht-formale Fehlschliisse; eine Reihe

nicht-formaler Fehlschliisse werden wir in dieser Vorlesung behandeln);

(iii) auch bestimmte (und gerade) giiltige Schliisse, namlich zirkuldre Schliisse (die
behandeln wir in Kiirze). — Wenn Sie die Bedeutungen (i), (ii) und (iii) zusammen

betrachten, erkennen Sie, dafl “Fehlschlu8” ein problematischer Ausdruck ist.

Zur Auswahl und Klassifikation: Ein zwingendes Kriterium der Klassifikation von
Fehlschliissen gibt es nicht, wie schon Augustus De Morgan in seiner Logic feststellt:
“There is no such thing as a classification of the ways in which men may arrive at

an error: it is much to be doubted whether there ever can be.’ﬂ Dennoch gibt es eine

2 Die Bezeichnung ist urspriinglich eine Merkhilfe: Pramissen bzw. Konklusionen der Form “Alle
S sind P” wurden mit dem Buchstaben a abgekiirzt; der Modus Barbara bezeichnet dann einen
Syllogismus mit drei Aussagen dieser Form.

3 Augustus De Morgan, Formal Logic: or, The Calculus of Inference, Necessary and Probable,
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weitgehende Ubereinstimmung iiber das ‘Material’, d. h. eine kanonische Sammlung
von Fehlschlﬁssenﬂ Diese geht v.a. auf die Sammlung von Fehlschliissen zuriick, die
sich in den Sophistici Elenchi (Ilepl t6v Togotxiv Eléyywv) Aristoteles’ findet,
dem letzten Buch des sog. Organon (“Werkzeug”: der Sammlung von Aristoteles’
Schriften zur Logik im weiten Sinne). Aristoteles’ Fehlschlufi-Katalog wurde meist
mit kleinen Anderungen beibehalten.

Die meisten dieser kanonischen Fehlschliisse werden Thnen aber selten oder nie begeg-
nen. Unser Kriterium, um zu entschieden, welche Fehlschliisse fiir uns interessant sind,
ist: Wir behandeln einige der Fehlschliisse, die tatsédchlich in der Philosophie oder den
Wissenschaften vorkommen (in diesem Abschnitt), und dann weiter solche, die im
Feld der Wahrscheinlichkeitstheorie liegen, einem weiteren Thema der Vorlesung (in
spateren Abschnitten)

1.3. Bejahung des Konsequens

Als Fehlschlufl der Bejahung des Konsequens (engl. fallacy of affirming the

consequent)ﬁ bezeichnet man einen Fehlschufl der Form:
A D B, B, also: A.

Dies ist ein Beispiel fiir einen formalen Fehlschluf.

Beispiel: If Bacon wrote Hamlet, then Bacon was a great writer. Bacon was a great writer.
Therefore, Bacon wrote HamletE

Daf3 der Schlufl ungiiltig ist, ist klar. Weniger klar ist, warum man ihm einen eigenen
Namen gegeben hat, wie Hamblin bemerkt: “Every invalid inference-schema of the
propositional calculus [...] could, in theory, be dignified with a special name and

treated similarly, yet we do not hear of any others.”ﬁ

Ein moglicher Grund erschliefit sich nicht von der Logik her, sondern aus der Be-
deutung des Schluf-Schemas besonders in der Wissenschaft: Das Modell der sog.
hypothetisch-deduktiven Bestatigung von Theorien scheint eben diese Argument-

Form zu haben:

London: Taylor and Walton, 1847; 2nd. ed., London 1926, S. 276; zitiert nach Hamblin, S.13.

4 Hamblin, S.13.

5 Literatur zu Fehlschliissen: Arthur Schopenhauer, Eristische Dialektik oder Die Kunst Recht
zu behalten, 1830/1831. C. L. Hamblin, Fallacies, London 1970.

6 Lat. “fallacia consequentis”, gr. “mopd T Enduevov”.

7 Aus: Hamblin, S. 35.

8 Hamblin, S.37; Aristoteles fithrt ihn interessanterweise nicht unter den formalen Fehlschliissen
auf; vgl. ib., S. 36.
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Wenn Fresnels Theorie des Lichts richtig ist, dann findet sich im Zentrum des Schattens
einer kleinen opaken Scheibe ein heller Fleck (der sog. Poissonsche Fleck), der gerade
so hell ist, als wire die Scheibe nicht da (gegeben freilich ein ‘geeigneter’ Aufbau des
Experiments: kohérentes Licht usw.). Man findet experimentell den Poissonschen Fleck.

Also: Fresnels Theorie des Lichts ist richtig.

Logisch ist dies sicher nicht giiltig — aber ist dies ein schlechtes Argument? (Und wenn

ja: Gébe es bessere?)

1.4. Bestitigungsfehler (confirmation bias)

Der Bestédtigungsfehler (engl. confirmation bias) besteht in der Neigung, eher
nach Bestdtigungen einmal akzeptierter Annahmen zu suchen als nach widerspre-
chenden Befunden, und widersprechende Befunde auszublenden oder zu gering zu
gewichten. Ein Sonderfall des Bestatigungsfehlers ist die voreingenommene Stati-

stik (engl. biased statistics). Der Fehler findet sich schon bei Cicero beschrieben:

Doch als einmal jener Diagoras, der Atheist genannt wird, nach Samothrake kam und ihm
ein Freund sagte: ‘Du, der du meinst, dafl die Gotter die menschlichen Angelegenheiten
vernachléssigen, siehst du nicht an so vielen VotivtafehE wie viele Menschen dank einem
Geliibde einem Sturme entronnen sind und heil in den Hafen gelangen konnten?’ — ‘Ge-
wiss’, erwiderte jener, ‘es gibt eben keine Tafeln von denjenigen, die Schiffbruch erlitten

haben und im Meere ertrunken sind.’lE

Im Novum Organum Francis Baconle (1620) findet der Bestétigungsfehler sich
als eine von vier Klassen von Idola und falschen Begriffen (“Idola et notiones falsae”,
a38@. Der Ausdruck “Idola” (von gr. €idwhov) meint eigentlich ‘falsche Erschei-
nung’; Bacon verwendet den Ausdruck zur Bezeichnung von ‘Verzerrungen’, die den
Fortschritt der Wissenschaften hindern. Den Bestatigungsfehler (a 41, 45-52) disku-
tiert er unter den Idola Tribus (Idole des Stammes: der menschlichen Natur eigene

Hinderungsgriinde):
Der menschliche Geist setzt [...] in den Dingen eine groBere Ordnung und Gleichférmigkeit
voraus, als er darin findet. [...] Der menschliche Verstand zieht in das, was einmal sein

Wohlgefallen erregt hat — sei es, weil es so iiberliefert und geglaubt worden ist, sei es,

9 Votivgaben sind Gaben, die in einem Heiligtum aufgrund eines Geliibdes fiir eine Rettung aus
einer Notlage (Seenot, Krankheit) dargebracht werden.

10 Marcus Tullius Cicero, De natura deorum, 111, 89; zitiert nach: id., Vom Wesen der Gétter/De
natura deorum (ibers. v. Olof Gigon u. Laila Straume-Zimmermann). Berlin: De Gruyter, 2011,
S.293; 295.

11 Francis Bacon war Lord Chancellor of England unter James I; sein Novum Organum — geplant
als Teil eines grofieren Werks, der Instauratio Magna, der ‘Grofien Erneuerung’ [der Wissenschaften] —
lehnt sich mit dem Titel an Aristoteles’ Organon an. Es gibt 6 tiberlappende Behandlungen der Idola
in den Schriften Bacons (vgl. Hamblin, S. 143-148) — wir beschrdnken uns hier auf die Behandlung
im Novum Organum.

12 Das Novum Organum wird hier nach Buch (a/b) und Paragraph zitiert nach der Ausgabe:
Francis Bacon, Neues Organon, Teilband I (hrsg. v. Wolfgang Krohn). Hamburg: Meiner, 1990.
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weil es anziehend ist —, auch alles andere mit hinein, damit es jenes bestétige und mit
ihm tibereinstimme. Und wenn auch die Bedeutung und Anzahl der entgegengesetzten

Falle grofler ist, so beachtet er sie nicht, oder verachtet sie, schafft sie durch Haarspalterei

beiseite |.. ]E

Bei Bacon findet sich eine Betrachtung von Fehlschliissen, die nicht nur an der Logik
orientiert ist, sondern auch kognitive Fehlerquellen (und auch sprachliche und soziale)
einbezieht. Die kognitive Dimension ist inzwischen in der empirischen Psychologie gut
untersucht: Etwa durch Experimente, die zeigen, dafl viele Leute zu positiven Test-
strategien neigen (etwa keine Kontrollgruppen bei Experimenten anlegen) oder sich
nach Diskussionen eher an die die eigenen Position bestétigenden Beitrége erinnern

als an Einwénde.

Der Ausdruck ‘confirmation bias’ geht auf den englischen Denkpsychologen Peter
Wason zuriick. Dieser fiihrte in den 1960er Jahren eine Reihe von Experimenten
durch, die zeigen sollten, dafl Menschen eher versuchten, eigene Hypothesen zu besta-
tigen als zu prifen. Einer der Versuche, die er durchfiihrte, ist der sog. Wason Four
Cards Test (oder Wason Selection Task). Vor den Probanden, zumeist Studenten,

lagen auf einem Tisch vier Karten mit Aufschriften, z. B.
E-F-7-4;

die Probanden sollten — durch Umdrehen einzelner Karten — die folgende Aussage

priifen:

Wenn auf einer Seite der Karte ein Vokal ist, dann ist auf der anderen

Seite eine gerade Zahl.

Die meisten Probanden drehten die Karte mit der Aufschrift “E” um; dann aber
auch haufig die “4” (was die Behauptung des Versuchsleiters nicht priifen kann), aber
nur selten die “7”. Nicht einmal 10 % der Probanden 16sten den Test richtigE Wason
interpretierte dieses Ergebnis als Resultat eines confirmation bias. (Ob dies die einzige
denkbare Interpretation ist, sei dahingestellt

Von dem “Bestatigungsfehler” als Fehlschlufl spricht man nicht in dem selben Sinne
wie bei dem der Bejahung des Konsequent: der Vorwurf ist nicht, der Schluf sei nicht
giiltig (das ist offenkundig, und der Anspruch wird nicht erhoben). Er ist ein kogni-
tiver oder psychologischer Fehlschluf$, der sich sowohl auf die Beurteilung deduktiver
Schliisse (wie beim Wason Four Cards Test) als auch auf induktive Schliisse (wie im

Fall der Votivtafeln) beziehen kann (zu induktiven Schliissen s.u.).

13 Tbid., a45-46.

14 Peter Wason, Self-Contradictions, in: P. Johnson-Laird, P. Wason, Thinking: Readings in Co-
gnitive Science. Cambridge 1977.

15 Denken Sie an: Driickt sich in der Bevorzugung der “4” zwingend eine Bevorzugung von Be-
statigungen gegeniiber Priifungen aus? Oder sollte man nicht sagen, die “4” sei keine Bestédtigung,
sondern irrelevant? Oder vielleicht ist die Aufgabe auch einfach zu abstrakt fir viele Leute?
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2.1. Die Petitio principii

2.2. Definition und Explikation

2.3. Explikationen von Petitio principii

2.4. Sind alle giiltigen Argumente eine Petitio principii?

2.1. Die Petitio principii

Von einer Petitio principii oder kurz Petitio (engl. begging the question) spricht
man, wenn bei einer Argumentation (s.u.) das Argumentationsziel (die Konklusion)
— der strittige Punkt — in gewisser Weise in den Argumentationsgriinden (Pramissen)
einfach angenommen oder vorausgesetzt wird. Das englische “begging the question”
(“to beg” im Sinne von “fragen”; also wortlich: ‘nach der Frage fragen’) ist eine Uber-
setzung des lateinischen Petitio principii; der Sinn der Formulierung erschliefit sich
aber nicht leicht und fithrt im Englischen zu Mehrdeutigkeiten. Mit “petitio principii”
gemeint ist: ‘Die Annahme/Voraussetzung der urspriinglichen (strittigen) Aussage.’lE

(Man spricht bisweilen auch von einem Zirkelschluﬁ@

Hier wird es jetzt interessant: Denn einerseits wird in einem gewissen Sinn bei
allen deduktiv giiltigen Argumenten im Antezedens das Konsequens vor-
ausgesetzt — sonst wiren diese ja nicht giiltig. Andererseits kénnen giiltige Argu-
mente — und in einem gewissen Sinne: gerade giiltige Argumente — durchaus geeignet
sein, jemanden aufgrund der Pramissen von der Konklusion zu iiberzeugen. Es stellen
sich zwei Fragen: (i) Worin genau soll der Fehler bei einer Petitio principii liegen? (ii)

Trifft dieser Fehler auf alle giiltigen Schliisse zu?

16 Der Ausdruck geht zuriick auf Aristoteles, Analytica Priora 64b: “td év deyfi. oiteiodan”, wort-
lich: ‘fragen nach dem, was am Anfang (10 év dpxfit) steht’. Die Deutung des Altphilologien Ernst
Kapp: Mit “das, was am Anfang steht” bezeichnet Aristoteles die Konklusion in dialektischen Streit-
gesprach (denn von der gehe man, ganz wortlich, aus)’; und “fragen” bedeutet “nach der Akzep-
tanz/Zustimmung zu einer Priamisse fragen” (Kapp, S. 14-15; vgl. Hamblin, S. 31-32).

17 Lat. “circulus in probando” oder “circulus vitiosus”. Teils unterscheidet man auch zwischen
Petitio und Zirkelschlu3 und nennt nur solche Schliisse zirkular, in denen sich die Konklusion unter
den Pramissen befindet (s.u.); aber der Sprachgebrauch schwankt.
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2.2. Exkurs: Definition und Explikation

Unter Definition soll ein Vorschlag zur Festsetzung der Bedeutung/des Gebrauchs
eines Ausdrucks verstanden werden [ Der zu bestimmende Ausdruck heifit Definien-
dum, der Bestimmungsvorschlag Definiens. Definitionen (in diesem Sinn) sind nicht
wahr-oder-falsch, sondern Setzungen. Besonders deutlich ist dies bei sog. stipulativen
Definitionen wie in der Mathematik (“Sei P(A) die Wahrscheinlichkeit von A.).

Eine Form der Definition ist die Explikation (engl. explication). Explikationen
dienen der Préizisierung eines bestehenden Sprachgebrauchs. Der gegebene Ausdruck
heifit Explikandum, der préazisere, der diesen ersetzen soll, das Explikat. Die Aus-
driicke gehen auf Rudolf Carnap (1950) zurtick, der vier Addquatheitskriterien nennt:
Ahnlichkeit, Exaktheit, Fruchtbarkeit und Einfachheit — in Carnaps Worten:

1. Das Explikat mufl dem Explikandum so weit dhnlich sein, dafl in den meisten Féllen,
in denen bisher das Explikandum benutzt wurde, statt dessen das Explikat verwendet

werden kann. [...] 2. Die Regeln fiir den Gebrauch des Explikats miissen in ezakter Weise
gegeben werden. [...] 3. Das Explikat soll fruchtbar sein, d.h. die Formulierung moglichst
vieler genereller Aussagen gestatten. [...] 4. Das Explikat soll so einfach wie moglich
sein

2.3. Explikationen von Petitio principii
Es gibt mehrere Ansétze zur Explikation von ‘Petitio principii’:

(i) Die Petitio principii als logischer Zirkelschluf3

Explikation I: Unter den Pramissen eines Arguments befindet sich eine, die identisch oder
dquivalent mit der Konklusion ist (man kénnte dies den ‘logischen Explikationsansatz’

nennen).

Vorteile der logischen Explikation: (i) Die Explikation fillt in das Gebiet der Logik
und 148t sich eindeutig anwenden (Exaktheit, Einfachheit). (ii) Sie pafit gut zu
einem intuitiven (d.h. unreflektierten) Vorverstdndnis von ‘Zirkelschluf}’ als einem
SchluB, der sich ‘im Kreis dreht’ (Ahnlichkeit?).

Nachteile der logischen Explikation: (i) Identitét ist eigentlich zu eng (Ahnlichkeit!)
— es macht die Petitio trivial, denn dann wére eine Petitio eigentlich einfach ein Ar-

gument mit {iberfliisssigen Prémissen:

18 Dies ist selbst eine Definition (im vorgeschlagenen Sinn); den Ausdruck “Definition” kénnte
man auch weiter fassen und z. B. sog. lexikalische (analytische) Definitionen einschliefien, d.h. Be-
stimmungen des tatsichlichen Sprachgebrauchs.

19 Rudolf Carnap, Induktive Logik und Wahrscheinlichkeit. Wien 1959, S. 12-18; hier: S. 15; Her-
vorhebungen im Original. Urspriinglich in: Rudolf Carnap, Logical Foundations of Probability. Chica-
go u.a. 1950, S. 3-8. Terminologie im Englischen: Das ‘explicatum’ solle ‘similar to the explicandum’
sein, ‘exact’, ‘fruitful’ und ‘as simple as possible’ (hier: S.7; Hervorhebungen im Original).
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A, B, C; also: B.

Hier kénnte man die Prdmissen A, C und D einfach streichen (es bliebe: ‘B, also: B’)
— das Argument ist nutzlos, aber giiltig und eigentlich nicht einmal verwirrend. Dies
wire es vielleicht im Fall der Aquivalenz — aber nur dann, wenn diese nicht offenkundig
ist (man miifite die Aquivalenz erst zeigen), und dann ‘fehlt’ im Argument zugleich
etwas: es hitte (logisch) zu viele und zugleich (pragmatisch) zu wenige Pramissen.
(ii) Es ist gar nicht so leicht, interessante Beispiele fiir diese Art von ‘Argumenten’
zu finden (Ahnlichkeit, Fruchtbarkeit).

(ii) Die Petitio principii als epistemischer Zirkelschluf3

Explikation II: Die Akzeptanz einer der Pramissen setzt in irgendeiner Weise die Akzep-
tanz der Konklusion voraus (man konnte die den ‘epistemischen Explikationsansatz’

nennen).

Ein Variante dieser Explikation findet sich in Simon Blackburns Ozford Dictionary of
Philosophy:

The best definition is that an argument begs the question [= ist eine Petitio] if it contains

a definite premise or move that would not be accepted by any reasonable person who is

initially prone to deny the conclusion.”[]

Vorziige: Das klingt erst einmal prézise. Und die Idee dieser Explikation scheint Sinn
zu ergeben: Ein Argument ist dann zirkuldr, wenn unter den Annahmen eine ist, die
nur der akzeptiert, der auch die Konklusion akzeptiert. (Denn wenn er die Konklusion
akzeptiert, ist das Argument tiberfliissig; wenn nicht, wéire es giiltig, aber (in seiner
Einschéitzung) nicht schliissig.)

Aber: Ist “premise or move” (meine Hervorhebung) eigentlich (wohl)bestimmt? (wir
sind immer noch in der Logik, und “move” wurde, jedenfalls bislang, noch nicht de-
finiert). Ist “prone” (‘geneigt’) prizise? Was soll “initially” bedeuten? (Ein logisches
Argument ist eine Beziehung zwischen Propositionen — eine solche Beziehung hat kei-
nen Anfang.) Man miifite auch bestimmen, was “reasonable persons” sind. Sind also
die Ausdriicke im Explikans iiberhaupt préazise? Und ist die Formulierung “prone
to deny” nicht zu eng, also undhnlich/unfruchtbar? Was ist mit Konklusionen,
iiber die niemand eine (Vor-) Meinung hat? Weiterhin: Wer sind ‘reasonable persons’?
Wir kénnten ‘reasonable persons’ definieren, etwa als diejenigen, die giiltige Schliisse
erkennen. Dann wére der Definitionsversuch aber mdéglicherweise eine zirkuldre De-
finition. (Um ‘zirkuléres Schlieflen’ zu definieren, beziehen wir uns auf ‘reasonable
persons’ — aber sind dies nicht gerade diejenigen, denen Fehlschliisse nicht unterlau-
fen?) Andererseits: Wir befassen uns mit Fehlschliissen (und beschreiben, benennen

und klassifizieren diese), weil Leuten — auch verniinftigen Leuten (?) — diese Fehl-

20 Simon Blackburn, The Ozford Dictionary of Philosophy, Oxford 1994, s.v. begging the question.
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schliisse unterlaufen; sonst gébe es (unter ‘verniinftigen Leuten’) ja gar kein Problem.
Ist der Definitionsversuch also tiberhaupt plausibel/fruchtbar? Oder entweder un-
plausibel oder zirkuldr? SchliefSlich: Ist das Explikat einfach?

Eine andere Variante des epistemischen Explikationsansatzes:

Ein Argument ist zirkuldr genau dann, wenn man nur feststellen kann, ob die Pramissen

wahr sind, indem man zuvor feststellt, ob [daB] die Konklusion wahr ist.

Vorziige: Diese Explikation klingt etwas weniger problematisch. Sie hat weniger un-
klare Ausdriicke im Explikat (der Begriff der ‘Wahrheit’ einer Aussage z. B. ist ein-
gefiihrt, anders als der der ‘Akzeptanz’). Sie ist auch einfach und macht die Ker-
nidee der Explikation auch klarer: Eine Petitio wére ein Argument mit einem Schlis-
sigkeitsproblem: das Argument ist offensichtlich giiltig, aber ob es schliissig ist (die
Pramissen auch wahr sind), 148t sich nur sagen, wenn man den Wahrheitswert der
Konklusion kennt; insofern ist es als Argument nutzlos. Die Explikation erfiillt auch in
einem bestimmten Sinn die Adéquatheitskriterien Ahnlichkeit und Fruchtbarkeit,
denn wenigstens einige giiltige Argumente wiren danach keine Petitio (man konnte

also ‘gute’ und ‘schlechte’ giiltige Schliisse unterscheiden):

Jeder, der volljahrig ist, darf wéhlen.
Emmy ist volljéhrig.

Emmy darf wihlen.

(Hier liegt Pointe darin, daf eine Pramisse eine Aussage tiber ein Recht ist und damit
epistemisch unabhéngig von der zweiten Préamisse ist; analoges gilt fiir sog. praktische

Syllogismen. Wir klammern diese Félle im weiteren aus.)

Nachteile: Ist die Explikation exakt? Sie setzt voraus, daf es allgemeine MaBstibe/
Standards dafiir gibt, die Wahrheit einer Aussage zu beurteilen (wie soll man sie sonst
anwenden?). Dies fiihrt erstens aus der Logik heraus, und zweitens stimmt es (gegen-
wértig) nicht: Im Gegenteil sind (gerade in der Philosophie) viele Kontroversen auch
Kontroversen gerade iiber die Frage, wie sich die Wahrheit von Aussagen feststellen
1aB3t. Die Explikation ist also unvollstindig: Ob ein Argument eine Petitio ist, ist
nicht allein abhéngig vom Argument, sondern auch von weiteren Annahmen (iiber
korrekte Wahrheitskriterien).

(iii) Die Petitio als Fehler der Argumentation

Explikation III. Eine Argumentation — der Gebrauch eines Arguments — ist in einer Kon-
troverse zwischen zwei Parteien genau dann zirkular, wenn unter den Préamissen des Argu-
ments eine ist, deren Wahrheit die andere Partei nicht feststellen kann, ohne festzustellen,

dafl Konklusion wahr ist.

Diese Explikation sieht in der Petitio ist nicht eine Eigenschaft eines Arguments (als
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Verhiltnis zwischen Aussagen), sondern einer Argumentation, d.h. des Gebrauchs
eines Arguments in einer Kontroverse. Und um festzustellen, ob eine Argumentation
zirkuldr ist, mufl man wissen, worum sich die Kontroverse dreht und und zwischen
wemn sie stattfindet. (Und oft versteht man den Vorwurf, ein Argument sei eine Petitio,
besser, wenn man diese nicht als Fehler des Arguments, sondern der Argumentation
auffait.) In diesem Sinne bestimmt das Ozford Companion to Philosophy kurz und
knapp:

beggin the question, or Petitio principii. Literally, requesting what is sought, or at
issue. So, requesting an opponent to grant what the opponent seeks a proof of

2.4. Sind alle giiltigen Argumente eine Petitio principii?

Begreift man die Petitio als Fehler der Argumentation, fragt man danach, ob ein
Argument andere iiberzeugt (von der Wahrheit der Konklusion, wegen der Wahrheit
der Préamissen). Eine andere Frage ist, ob man selbst durch giiltige Schliisse zu einer
Erkenntnis (der Konklusion) aufgrund der Pramissen kommen kann. Kann man durch

giiltige Schliisse etwas lernen, was man nicht schon wufte?

Der locus classicus ist John Stuart Mills System of Logic Ratiocinative and Inductive
von 1843. Statt iiber giiltige Schliisse spricht Mill iiber Syllogismen. Sein Punkt ist:
Man kann im Syllogismus die Pramissen nur wissen, wenn man die Konklusion schon

weifl.

We have now to inquire, whether the syllogistic process, that of reasoning from generals
to particulars, is, or is not, a process of inference; a progress from the known to the
unknown; a means of coming to a knowledge of something which we did not know before.
[...] It must be granted that in every syllogism, considered as an argument to prove the
conclusion, there is a Petitio principii. When we say,

All men are mortal, Socrates is a man, therefore Socrates is mortal;

it is unanswerably urged by the adversaries of the syllogistic theory, that the proposition,
Socrates is mortal, is presupposed in the more general assumption, All men are mortal:
that we cannot be assured of the mortality of all men, unless we were previously certain
of the mortality of every individual man

(Mills weitere Uberlegung: Die Aussage “The Duke of Wellington is mortal” sei (da-
mals noch eine Vermutung und also) erschlossen; aber der Schluff bestehe nicht in dem

Ubergang von “All men are mortal” zu “The Duke of Wellington is mortal” (modern:

21 Ted Honderich (ed.), The Ozford Companion to Philosophy, Oxford 1995, s.v. begging the
question.

22 John Stuart Mill: System of Logic Ratiocinative and Inductive: Being A Connected View of the
Principles of Evidence and the Methods of Scientific Investigation, 11 iii (= Collected Works, Vol.7,
1974, S. 183-184).
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im Verhéltnis zwischen diesen Aussagen und “The Duke of Wellington is a man”),
sondern im Ubergang von den Aussagen: John ist gestorben, Thomas ist gestorben
usw. zu “All men are mortal”E Mit anderen Worten: Wenn die Logik die Lehre von
den Schliissen ist, ist sie nicht die Lehre von den giiltigen Schliissen, weil es keine
giiltigen Schlisse gibt

Wenn Mill recht hat, scheint es, als wére ein giiltiges Argument tatséchlich (von
Ausnahmen abgesehen, s.0.) eine Petitio, fehlschliissig und nutzlos. Sind giiltige
Argumente und ‘gute’ Argumente nicht dasselbe? — Wir unterscheiden zwei

Fragen:

(i) Lernt man durch giiltige Argumente gar nichts?

Dafl man durch giiltige Argumente nichts Neues lernt, stimmt bei einfachen Argu-

menten wie Syllogismen vielleicht sogar:

All men must die.
All kings are men.

All kings must die.

Aber sobald die Argumente komplexer werden, gilt dies nicht mehr:@

Definition cos(«) ... bekannt: Ankathete/Hypothenuse
Definition sin(«) ... bekannt: Gegenkathete/Hypothenuse
Satz von Pythagoras ... bekannt: a? + b% = 2
cos?(a) + sin®(a) = 1 ... konnte Thnen neu seinlﬂ

Man lernt hier freilich nur, was man implizit schon wufite — keinen neuen ‘Gehalt’.

(Dieser Nutzen ist in der Mathematik ungleich groBer als in der Logik.)

(ii) Was niitzen einem giiltige Argumente fiir die Begriindung von Aussa-

gen?

Mills Kritik hat eine weitere Pointe: “[...] that we cannot be assured of the mortality
of all men, unless we were previously certain of the mortality of every individual man.”

Hier geht es um den Nutzen giiltiger Schliisse fiir die Begrindung von Aussagen.

23 Tbid., S.186-187.

24 Zu Mills Gedankengang siche Geoffrey Scarre, Logic and Reality in the Philosophy of John
Stuart Mill. Dordrecht u.a. 1989, chap.1I, bes. S.46 ff. Der Einwand hat eine lange Tradition (René
Descartes; Dougald Steward; George Campbell; Richard Whately u.a.) und Nachleben (Alexander
Bain) — um nur einige zu nennen.

25 Ein Punkt, den im Kern Richard Whately (Elements of Logic, London & 1844, S. 239 ff.) gegen
Lockes Zweifel an der Niitzlichkeit der Logik einwendet; vgl. Scarry 1989, bes. S. 21.

26 Zeichnen Sie ein rechtwinkliges Dreieck A(a,b,c) mit den Seiten a, b und c. Die Linge der
Hypothenuse sei ¢ = 1 (der Einfachheit halber). Dann einfach « einzeichnen, Definitionen anwenden,
Pythagoras anwenden.
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(a) Man bekommt tatséchlich ein Problem, wenn man Begrindungen und giltige Ar-
gumente fiir ein- und dasselbe hélt. Denn dann hért man mit dem Begriinden entweder
irgendwann auf (da fehlt dann eine Begriindung), oder man macht immer weiter (dann
wird man nie fertig), oder man dreht sich im Kreise (sog. Miinchhausen-Trilemma
oder Agrippas 'I‘rilemma.

(b) Aber die Logik lehrt iberhaupt nicht, dafl man giiltige Argumente stets ‘von vorne
nach hinten’ lesen muf8 — dafl die Prémissen einen von der Konklusion iiberzeugen
sollen. Man sagt von giiltigen Argumenten, diese seien wahrheitserhaltend, und zu
Recht:

Bacon wrote Hamlet. Wenn die Pramissen wahr sind ...
If Bacon wrote Hamlet, then Bacon was a great writer. 1
Bacon was a great writer. ... dann ist die Konklusion wahr

Aber Giiltigkeit ist ein Verhéltnis zwischen Aussagen, und man kann giiltige Argu-

mente durchaus auch rickwirts lesen:

Bacon wrote Hamlet. ... dann ist auch mind. eine der Pramissen falsch.
If Bacon wrote Hamlet, then Bacon was a great writer. T
Bacon was a great writer. Wenn die Konklusion falsch ist ...

Liest man giiltige Argumente riickwérts, sind sie ‘falschheitserhaltend’ — dies kann
sehr niitzlich sein! (Ins Unreine gesprochen, kénnte man sagen: Wenn man etwas weify
(daB die Konklusion falsch ist), kann man schliefen, dafl man etwas anderes nicht
weif}!)

(c) Aber nichts zwingt einen, Begriindungen und giiltige Argumente fiir ein- und
dasselbe zu halten. Das meiste, was wir zu wissen glauben, ist nicht durch giiltige
Argumente begriindet, sondern von anderen gelernt (sog. testimoniales Wissen:
fast das gesamte Wissen) oder induktiv gestiitzt/bestétigt (alle Wissenschaften)
oder beides. Vielfach sind allgemeine Aussagen viel besser gestiitzt als die Spezialfélle,

die aus ihnen folgen. (denken Sie an wissenschaftliche Theorien).

Zusammenfassung: Die Logik, als Lehre von der Giiltigkeit von Argumenten, ist
nicht die Lehre der Begriindung von Aussagen. Giiltige Argumente sind nicht dasselbe
wie ‘gute’ Argumente. Ob sie wenigstens eine (sinnvolle) Art der Begriindung sind

neben anderen, ist strittig;@ indirekt niitzlich sind sie sicher.

27 Der Ausdruck ‘Miinchhausen-Trilemma’ stammt von Hans Albert ( Traktat diber kritische Ver-
nunft, Tibingen 1968, S.11); er spielt auf den Versuch des Barons von Miinchhausen an, sich an
den eigenen Haaren aus einem Sumpf zu ziehen; die drei Moglichkeiten nennt Albert Dogmatismus,
infiniten Regress und Psychologismus. Der Ausdruck ‘Agrippas Trilemma’ bezieht sich auf dem Skep-
tiker Agrippa (dem der Doxograph Diogenes Laertios (3. Jh.) 5 sog. Tropen zuschreibt, unter diesen
die 3 genannten).

28 Vgl. Sie z. B. bei Ernst Tugendhat, Ursula Wolf, Logisch-semantische Propddeutik (Stuttgart:
Reclam, 1983, S.13-15), die die formale Logik (anders als Mill) als eine Form der Wahrheitsbegriin-



3. Gehaltserweiternde Schlisse

3.1. Das Duhemsch’sche Problem

3.2. Gehaltserweiternde Argumente

3.3. Inductio per enumerationem simplicem

3.4. Gehaltserweiternde Argumente: Peirce’ Klassifikation
3.5. Stichproben als Modell gehaltserweiternder Argumente
3.6. Statistische Syllogismen

3.7. Enumerative Induktion und statistische Generalisierung

3.1. Das Duhem’sche Problem

Die Kehrseite davon, daf} giiltige Argumente wahrheitserhaltend sind, war, dafl sie
(riickwérts gelesen) ‘falschheitserhaltend’ sind (vgl. den modus tollens). Auch wenn
also (deduktiv) giiltige Argumente fiir die Begriindung von Aussagen nicht dienlich
sind: Erlauben Sie es wenigstens zu erkennen, welche Aussagen nicht zutreffen? Ge-
niigt insbesonere etwa eine falsche Implikation (Vorhersage) einer Theorie, um zu

erkennen, dafl die Theorie falsch ist?

Nein. Der Grund findet sich im 10. Kapitel von Pierre Duhems Ziel und Struktur der
physikalischen Theom’en@; es behandelt “Die physikalische Theorie und das Experi-
ment”. Duhem fiihrt dort aus: Aus einer isolierten Hypothese allein folge nichts, son-
dern nur aus einem System (einer Menge) von Hypothesen. Daher seien gescheiterte
Vorhersagen kein Beweis, daf die gepriifte Hypothese falsch sei: “All dies zusammen-
gefafit ergibt sich, dafl der Physiker niemals eine isolierte Hypothese, sondern immer
nur eine ganze Gruppe von Hypothesen der Kontrolle des Experiments unterwerfen
kann. Wenn das Experiment mit seinen Voraussagen in Widerspruch steht, lehrt es
ihn, dafl wenigstens eine der Hypothesen, die diese Gruppe bilden, unzuléssig ist und
modifiziert werden muf.”P’ Nur wisse man eben nicht, welche: Ein Uhrmacher konne
bei einer kaputten Uhr die Uhr zerlegen und die Teile einzeln priifen, der Physiker
hingegen sei in der Lage eines Arztes, der einen kranken Patienten nicht aufschneiden

kann.

dung auffassen.

29 Pierre M. M. Duhem: La Théorie Physique: Son Objet, Sa Structure, Paris 1906. Zitiert nach:
id., Ziel und Struktur der physikalischen Theorien, Hamburg: Meiner [1908] 1998.

30 TIbid., S.248.
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Dafl man einen Fehler allein logisch nicht isolieren kann, nennt man das Duhem’sche
Problem (Duhem’s problem)

Theorie A Hilfsannahmen A (...) D Vorhersage

— Vorhersage

— Theorie V —Hilfsannahmen V —(...)

Man spricht von der Unterbestimmtheit (underdetermination) des Systems
von Theorie und Hilfsannahmen durch Logik und Erfahrung (die Vorhersage). Das
Duhem’sche Problem spielt in vielen Bereichen bes. der theoretischen Philosophie
(Sprachphilosophie, Wissenschaftstheorie usw.) eine wichtige Rolle; es begegnet uns

spater noch einmal in anderer Form (bei der Logik der Signifikanztests).

3.2. Gehaltserweiternde Argumente

Fiir giiltige Argumente spricht, dafl sie wahrheitserhaltend (truth preserving)
sind: Sind die Pramissen wahr, so ist es auch die Konklusion. Die Kehrseite davon,
daf} giiltige Argumente wahrheitserhaltend sind, ist, dafl sie nicht gehaltserweiternd

sind: sie sagen einem ‘{iber die Sache’ nichts Neues.

Als gehaltserweiternd (ampliative@ werden wir Argumente bezeichnen, bei de-
nen man ‘inhaltlich’ etwas lernt. Die Kehrseite ist, dafl sie nicht wahrheitserhaltend
sind: Es ist moglich, daf§ alle Pramissen wahr, die Konklusion solcher Argumente aber
falsch ist. — Statt von gehaltserweiternden Argumenten spricht man oft auch von in-
duktiven (i.G.z. deduktiven), wahrscheinlichen (i.G.z. notwendigen/zwingenden) oder
riskanten (i.G.z. sicheren) Argumenten

In diesen verschiedenen Benennungen spiegeln sich die beiden Ziele wider, die mit
nicht-deduktiven Argumenten verfolgt werden: Gehaltserweiterung und Verlaf3-
lichkeit (in Charles Peirce’ Terminologie: uberty und secum’ty. Zwischen diesen

31 Man spricht auch von der ‘Duhem-Quine-These’, und unter dieser Benennung findet man in
der Literatur auch andere Formulierungen des Problems: Es gebe stets die Moglichkeit, eine Theorie
bei nicht-zutreffenden Vorhersagen durch Modifikation anderer Annahmen zu ‘retten’; es gebe stets
mehrere Theorien, die die selben Vorhersagen machten bzw. die Phidnomene (gleich gut) ‘erklirten’

32 Der Ausdruck ‘ampliative’ geht auf den Pragmatisten Charles Peirce zuriick (A Theory of
Probable Inference (= Studies in Logic. By Members of the Johns Hopkins University, Vol. 1), Boston
1883, S. 143 = id., Writings, Vol.4 (ed. W. Kloesel), Bloomington/Indianapolis 1989, S. 420). [ CSP
bezieht sich wiederum vermutlich auf Kant. ]

33 Der klassische Ausdruck wire ‘induktiv’ (s.u.). Dieser Ausdruck bezeichnet aber erstens auch
besonderes Schliisse ‘vom Besonderen auf Allgemeines’ und zweitens auch besonders enumerative
Induktionen (s.u.). Nicht allen Schliissen wiederum lassen sich Wahrscheinlichkeiten in einem klaren
Sinn zuordnen, wenn man dies iiberhaupt fiir sinnvoll halt (s.u.). ‘Risiko’ wiederum bezeichnet tech-
nisch nicht die Wahrscheinlichkeit eines Miflerfolgs, sondern spezifisch auch das Produkt aus dieser
Wahrscheinlichkeit und einem moglichen Schaden.

34 «T think logicians should have two principal aims: 1st, to bring out the amount and kind of
security (approach to certainty) of each kind of reasoning, and 2nd, to bring out the possible and
esperable uberty, or value in productiveness, of each kind.” Brief an Frederic A. Woods, 1913, in:
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beiden Zielen besteht ein Zielkonflikt: Verlafllichkeit kann man sich durch Verzicht
auf Gehaltserweiterung erkaufen (Beschrinkung auf giiltige Argumente), und Gehalts-
erweiterung durch Verzicht auf Verlaflichkeit (alle Argumente gleichermafien zulas-
sen). Wie man beide Ziele gewichten soll, ist (wiederum) keine Frage der Logik; aber
was man hoffen kann, ist, die Zusammenhénge zu studieren, um eine Gewichtung mit

Verstand wéahlen zu konnen.

3.3. Inductio per enumerationem simplicem

Es gibt (ebenso wie bei Fehlschliissen) keine zwingende Art, gehaltserweiternde Ar-

gumente zu klassifizieren.

Die klassische Entgegensetzung ist einfach die zwischen deduktiven und induktiven
Argumenten. Induktion, lat. inductio, ist die Ubersetzung von Aristoteles’ epagogé
(émayoyn; bei Aristoteles noch nicht terminologisch), wortlich: das Heranfithren (an
eine allgemeine Aussage, iber Beispiele. Daher stammen die traditionellen De-
finitionen von Deduktion und Induktion: Die Deduktion fithre vom Allgemeinen
zum Besonderen (gedacht wird meist an Syllogismen). Die Induktion fiithre entspre-
chend vom Besonderen zum Allgemeinenm Diese Definitionen sind problematisch (es

gibt Gegenbeispiele) und eigentlich nur noch von historischem Interessem

Das Paradigma fiir Schliisse vom Besonderen auf das Allgemeine ist die Inductio

per enumerationem simpicem:

Alle bislang beobachteten Schwéne sind weif3.

Alle Schwine sind weif3.

Die Benennung als Inductio per enumerationem simplicem geht auf Francis Ba-

con zuriick, der die Induktion ‘der Alten’ (= alten Griechen) eben als ‘Induktion durch

Charles S. Peirce, The Essential Peirce: Selected Philosophical Writings, Vol. I (1867-1893) (edd.
Nathan Houser, Christian Kloesel), Bloomington and Indianapolis: Indiana University Press, 1992,
553 n.7 (= CP 8.384); Hervorhebungen im Original. Vgl. id., An Essay toward Improving Our Reaso-
ning in Security and Uberty [1913], in: Charles S. Peirce, The Essential Peirce: Selected Philosophical
Writings, Vol. IT (1893-1913) (ed. Peirce Editions Project), Bloomington and Indianapolis: India-
na University Press, 1998, S.463-474. (Uberty (von frz. uberté): Rich growth, fruitfulness, fertility;
copiousness, abundance, so OED online [2.5.2015]).

35 Ist, wer langsam liest, ein guter Leser? Eher nicht. Ist, wer langsam liuft, ein guter Laufer?
Auch nicht. Ist, wer langsam lernt, ein guter Lerner? Ist er nicht. — Also: Langsamkeit ist wohl keine
Tugend.

36 Vgl. etwa Mill iiber die klassische Unterscheidung: “Reasoning [...] is popularly said to be of two
kinds: reasoning from particulars to generals, and reasoning from generals to particulars; the former
being called Induction, the latter Ratiocination or Syllogism.” Mill 1843, I1.i.3 (= Collected Works
Vol. VII, S.162). Vgl. auch die sich anschlieBenden Ausfithrungen Mills, warum diese Bestimmung
unprazise sei.

37 Einige giiltigen Modi des Syllogismus fithren vom Allgemeinen auf Allgemeines (denken Sie an
den Modus Barbara, s.o. 1.1). Unter den induktiven Schliissen wiederum finden sich solche, die vom
Besonderen auf Besonderes fithren (s.u.; vielleicht kann man die freilich wegdefinieren, John Mill
aber etwa hielt diese sogar fiir grundlegend).
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bloes Aufzdhlen’ beschreibt. Bacon betont aber auch gleich die Schwéche enumera-
tiver Induktionen: Induktion durch simples Aufzéhlen sei kindisch (“Inductio enim
quae procedit per enumerationem simplicem res puerilis est”), denn Gegenbefunde
lieBen sich nicht ausschliefen, und geurteilt werde meist aufgrund von zu wenigen
Fillen und solchen, die sich gerade anbieten (Heute wiirde man sagen: Die
empirische Grundlage ist oft zu klein und die Auswahl fragwiirdig; vgl. den Fehl-
schlufl der voreingenommenen Statistik.) Bacon (und nach ihm andere, etwa Mill)
kritisiert also diese Art der Induktion, und eine gute Ubersetzung ist also ‘Induktion
durch schlichtes/blofles Aufzahlen’ (nicht: einfaches Aufzéihlen) Wir bleiben hier
bei der lateinischen Benennung, um die ‘Inductio per enumerationem simplicem’ von

der modernen ‘enumerativen Induktion’ unterscheiden zu konnen.

(Bacon und Mill empfehlen anstelle der Inductio per enumerationem simplicem For-
men der sog. eliminativen Induktion, d.h. eines Schlusses auf die wahre Generalisie-
rung durch Ausschluf falscher Generalisierungen; wir lassen die eliminative Induktion
hier aus. [ = Sherlock Holmes’ Schluf3])

Die Kritik an der Inductio per enumerationem simplicem betrifft die Verldfllichkeit
des Schlusses; im 20. Jh. gewinnt dieser Schluf in verbesserter Form als enumerative
Induktion wieder Anhénger: Viele empirische Generalisierungen (‘Alle Raben sind
schwarz’; ‘Alle Salze sind wasserloslich’, usw.) lassen sich nédmlich als enumerative
Induktionen beschreiben ]

3.4. Gehaltserweiternde Argumente: Peirce’ Klassifikation

Immer noch hilfreich fiir das Verstdndnis auch der gegenwartigen Sicht ist eine Un-
terteilung von Argumenten, die sich bei dem amerikanischen Pragmatisten Charles
S. Peirce findet [ Aussprache: Pors, nicht Piers!, engl. purse, nicht peers!].
Peirce unterscheidet zwischen zwei Arten gehaltserweiternder Argumente: Induktio-
nen (im engeren Sinn) und Abduktionen

38 Nowvum Organum, a105: “Inductio enim quae procedit per enumerationem simplicem res puerilis
est, et precario concludit, et periculo exponitur ab intantia contradictoria, et plerumque secundum
pauciora quam par est, et ex his tantummodo quae praesto sunt, pronunciat.” Vgl. ib., S. 44/45
(Krohn) und a69.

39 Mill pries dann auch Bacon fiir diese Kritik: “It was, above all, by pointing out the insufficien-
cy of this rude and loose conception of Induction, that Bacon merited the title ... of Founder of
the Inductive Philosophy”; Logic, S. 392; vgl. 312-313; 404; letztlich gehe es aber nicht ohne diese:
ITI.xxi.1, S.566; 583; 609.

40 Hans Reichenbach schreibt dies in Experience and Prediction (1935, S.389) Mill zu: “It is the
great merit of John Stuart Mill to have pointed out that all empirical inferences are reducible to the
inductio per enumerationem simplicem.”

41 Erstmalig in: Charles S. Peirce, A Theory of Probable Inference, in: Id., Writings, Vol. 4 (ed.
W. Kloesel), Bloomington/Indianapolis 1989, S. 408-450.
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Explicative (Deductive)

Inference Induction
Ampliative
Abduction (Hypothesis, Retroduction)

Abb. 3.1. Charles Peirce’ Klassifikation von Argumenten. Die Ubersicht stellt
eine Kompilation dar (Peirce’ hat seine Auffassungen immer wieder modifiziert); sie ist
also historisch nicht genau — Biographische Notiz: Charles Sanders Peirce spielt fiir
die Thematik dieser Vorlesung eine besondere Rolle: Auf ihn gehen nicht nur die mo-
derne Klassifikation und zentrale Begriffe zuriick; er ist auch Begriinder des modernen
statistischen Schlieflens (s. Vorlesung 9)@

Peirce’ Paradigma fiir Induktionen sind Schliisse von einzelnen Instanzen auf eine

allgemeine Regel: E

Case. — These beans are from this bag.

Result. — These beans are white.

Rule. — All the beans from this bag are white.

Die Formulierung scheint auf den ersten Blick ein wenig umsténdlich (eine Pramisse
mehr als oben bei den Schwénen). Vier Punkte sind bemerkenswert: (i) Die Ausdriicke
in Pramissen und Konklusion (beans, bag, white) sind dieselben. (ii) Das Paradig-
ma ist weniger eine Generalisierung tiber vorgefundene Instanzen (beobachtete weifle
Schwine) als vielmehr eine Entnahme (Stichprobe) wie fiir eine Qualitdtskontrolle.
(iii) Man kann Bohnen prinzipiell zahlen (sowohl die Stichprobe als auch die Boh-
nen im Sack) (iv) Die Konklusion ist nicht qualifiziert. (Die letzten beiden Punkte

héngen zusammen, wie wir sehen werden.)

Die zweite Art von gehaltserweiternden Schliissen bezeichnet Peirce als Abduktio-
nenm Sein Paradigma ist folgendes:@

42 Tn seiner frithen Phase unterscheidet Peirce zwischen Induction und Hypothesis (Abduction)
als verschiedenen Formen von Schliissen; spéter zwischen den drei Formen der Induktion (wobei
Crude Induction wenig Bedeutung zukomme), wihrend er die drei Arten — Abduction, Deduction,
Induction — als drei Phasen des wissenschaftlichen Forschens auffafit.

43 Die moderne Notation in der Logik geht iibrigens auch auf ihn zuriick (Hz (bally —< redy),
heute Va(bx — rx); Freges Notation ist (zurecht) ungebrauchlich).

44 Charles Peirce, Deduction, Induction, and Hypothesis, in: Popular Scientific Monthly 1878 (=
EP 1, S.188). Ein spéaterer Ansatz findet sich in: A Neglected Argument for the Reality of God, 1908
(= EP2, S.434fF; bes. S.440-445).

45 Es diirfte beispielsweise einen Unterschied machen, ob die Stichprobe aus 3 oder aus 300 Bohnen
besteht, oder ob 3% oder 30 % der Bohnen aus dem Sack umfaft.

46 In diesem Sinn erst bei Peirce; vgl. OED Online s.v. 3b [2.5.2015].

47 Charles S. Peirce, Pragmatism as the Logic of Abduction (= 7th Harvard lecture) 1903, in:
EP 2, S.226-241, hier S. 231 (CP 5.189).
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The surprising fact, C, is observed;

But if A were true, C would be a matter of course.

Hence, there is reason to suspect that A is true.

Bemerkenswert ist hier: (i) Die Ausdriicke in Pramissen und Konklusion (A, C) sind
nur teilweise identisch. (ii) Es gibt keine Angabe tiber die Herkunft von A gibt — nur,
dafl es ‘iberraschend’ ist. (iii) Es gibt nur eine iiberraschende Tatsche, und zéhlen
kann man also Wenig@ (iv) Die Konklusion ist qualifiziert (‘reason to suspect’). (Die

letzten beiden Punkte hdngen zusammen, wie wir sehen werden.)

3.5. Stichproben als Modell gehaltserweiternder Argumente

Es ist es ein fruchtbarer Gedanke, bestimmte gehaltserweiternde Argumente nach dem
Vorbild von Stichprobenentnahmen zu interpretieren. Viele gehaltserweiterende
Argumente lassen sich mittels Aussagen tiber Stichproben (sample)lﬂ aus einer
gegebenen Grundgesamtheit (population) gut fassen. Und es konnte auf diese
Weise gelingen, Aussagen iiber die Stidrke (Verldfllichkeit, security) eines
gehaltserweiternden Arguments treffen zu kénnen — denn Stichprobenentnahmen

sind formal gut zu beschreiben.

Dies gilt v.a. fiir zwei der drei Formen: Man kann aus Aussagen tiber eine Stichprobe
auf Aussagen tiber die Grundgesamtheit schliefen, oder umgekehrt von Aussagen iiber
die Grundgesamtheit auf Aussagen tiber eine Stichprobe. (Im dritten Fall, dem der
Abduktion, schlieft man von Merkmalen der ‘Grundgesamtheit’ und Merkmalen einer
‘Stichprobe’ darauf, daf} es sich bei diesem um eine Stichprobe aus jenem handelt —

dieser Fall macht mehr Probleme.)

3.6. Statistische Syllogismen

Argumente, in denen aus Aussagen iiber die Grundgesamtheit auf Aussagen iiber
eine Stichprobe geschlossen wird, bezeichnet man als statistische Syllogismen
(statistical syllogism)@ Sie haben die Form:

Aussage iiber Grundgesamtheit

Aussage iiber Stichprobenentnahme

[wahrscheinlich]
Aussage tiber Stichprobe

48 Dies stimmt nicht notwendig, aber fithrt hier zu weit; vgl. Deduction, Induction, Hypothesis,
EP1, S.192.

49 Mit ‘Stichproben’ sind hier stets sog. Zufallsstichproben (random sample) gemeint, im Gegen-
satz zu sog. Quotenstichproben. (Bei Umfragen etwa, in denen Ausschépfungsquote/Riicklaufquote
gering ist, kann es sinnvoll sein, eine hinsichtlich bestimmter Merkmale bewufte Auswahl zu treffen.)

50 Den Namen trigt der SchluB wegen seiner Ahnlichkeit mit dem iiblichen, ‘kategorischen’ Syl-
logismus.
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Ein Beispiel wére:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Diese Bohne ist dem Sack entnommen.

[wahrscheinlich]

Diese Bohne ist eine Arabica-Bohne.
Dieses Argument ist gehaltserweiternd bzw. riskant — man kann sich nicht sicher sein,
dafl die Konklusion wahr ist. Aber je héher der Anteil von Arabica-Bohnen im Sack
ist, um so ‘haufiger’ wird man richtig liegen (s.u.). Man kann auch auf Aussagen tiber

eine groflere Stichprobe schlieflen:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Diese 10 Bohnen sind dem Sack entnommen.

[wahrscheinlich]

Etwa 9 der 10 Bohnen sind voraussichtlich Arabica-Bohnen.
Nota bene: In diesem Fall wird man nicht unbedingt ‘h&ufiger’ richtig liegen, wenn der
Anteil an Arabica-Bohnen hoch ist: Denken Sie an den Fall, dal 50 von 100 Bohnen
Arabica wéren, und man vermutete entsprechend, 5 von 10 Bohnen der Stichprobe

waren ebenfalls Arabica-Bohnen.

In beiden Féllen hingt aber viel daran, wie die Bohnen der Stichprobe dem Sack

entnommen wurden (wir werden spéter sagen: an dem Wahrscheinlichkeitsmodell).

Man mufl diese Argumente von statistischen Deduktionen unterscheiden; die-
se sind giiltige Argumente mit Wahrscheinlichkeitsaussagen, die die mathematische
Wahrscheinlichkeitstheorie behandelt. (Diese hatte Peirce oben im Sinn.) Vergleichen
Sie:

Dieser Wiirfel hat 6 Seiten: 1, 2, 3, 4, 5, 6

Der Wiirfel ist fair.

Die Wahrscheinlichkeit, eine “4” zu werfen, ist 1/6.

3.7. Enumerative Induktion und statistische Generalisierung

Argumente von Aussagen tiber eine Stichprobe auf Aussagen iiber die Grundgesamt-
heit bezeichnet man als enumerative Induktion (enumerative induction) bzw.

(bei statistischen Aussagen) als statistische Generalisierung;:

Aussage tiber Stichprobe

Aussage iiber Stichprobenentnahme

[wahrscheinlich]
Aussage iiber Grundgesamtheit

(Mit den formalen Eigenschaften von Schliissen dieser Art befafit sich die mathema-

tische Theorie der Schitzung (estimate) (= induktive Statistik).) Beispiel:
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Diese 10 Bohnen sind dem Sack entnommen.
9 der 10 Bohnen sind Arabica-Bohnen.

[wahrscheinlich]
Im Sack befinden sich wohl ca. 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Wiederum héngt einiges daran, wie die Bohnen der Stichprobe dem Sack entnommen
wurden (an dem Wahrscheinlichkeitsmodell) — Sie erinnern sich an die voreingenom-

mene Statistik —, aber auch an dem Umfang der Stichprobe (mehr ist besser).



4. Gehaltserweiternde Schliisse (cont’d)

4.1. Wahrscheinlichkeitsschliisse

4.2. Wahrscheinlichkeit als Eigenschaft des Schlusses

4.3. Das Lotterie-Paradox

4.4. Gegen “wahrscheinliche Konklusionen”

4.5. Abduktion und Inference to the Best Explanation (IBE)

4.1. Wahrscheinlichkeitsschliisse

Stichproben als Modell fiir (bestimmte) gehaltserweiternde Argumente zu nehmen hat
einen augenscheinlichen Vorteil: Man die ‘Wahrscheinlichkeit’, richtig zu liegen (dafl
also die Konklusion wahr ist), mathematisch behandeln. Mit anderen Worten: Man hat
ein ‘Maf’ fir die Verlafilichkeit (security) des Arguments. Wir werden Argumente, bei
denen sich eine solche Behandlung anbietet — also besonders statistische Syllogismen
und statistische Generalisierungen — als Wahrscheinlichkeitsschliisse (probable

inference) bezeichnen.

Voriiberlegung: Nimmt man Mills Kritik an giiltigen Argumenten ernst, sind stati-
stische Generalisierungen erkennbar interessanter als statistische Syllogismen: Nicht
unbedingt, weil man mehr lernt, wenn man denn richtig liegt (uberty) sondern v.a.,
weil man Informationen iiber eine Grundgesamtheit braucht, um statistische Syllo-
gismen anzuwenden — und in vielen Féllen erhilt man diese nur iiber eine statistische
Generalisierung. Wir werden dennoch zunéchst statistische Syllogismen betrachten,

da diese einfacher zu behandeln sind.
Zuerst werden wir die folgende Frage betrachten: Was heif3t hier ‘wahrscheinlich’?

Betrachten Sie den folgenden Fall eines statistischen Syllogismus: In einem Sack
mit Kaffeebohnen (Bohnensack = Grundgesamtheit) befinden sich 90 Arabica-Bohnen
und 10 Robusta-Bohnen (Aussage iiber die Grundgesamtheit bzw. iiber die Haufig-
keit eines ‘Merkmals’ (Arabica = Merkmal) in der Grundgesamtheit). Aus dem Sack

entnehmen wir eine Handvoll Bohnen (Bohnen = Stichprobe), etwa:

51 Dies muf nicht zwingend so sein: Zu wissen, welches Los in einer Lotterie gewinnt, ist so
informativ wie nutzlich.
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Im Sack befinden sich 90 Arabica- und 10 Robusta-Bohnen. (Grundges.)

10 Bohnen werden ‘geeignet’ aus dem Sack entnommen.

Die Bohnen sind ca. 9 Arabica-Bohnen und 1 Robusta-Bohne. (Stichprobe)

Voraussetzen miissen wir noch, dafl die 10 Bohnen der Probe auf eine bestimmte,

‘geeignete’ Weise (ndmlich: ‘zufillig’) entnommen wurden (was immer das heifit).

Der Schlufl ist gehaltserweiternd: Man kann sich nicht sicher sein, daf} es wirklich
9 Arabica-Bohnen und 1 Robusta-Bohne sein werden. Es konnten sogar 10 Robusta-
Bohnen sein — dies ist nur nicht sehr wahrscheinlich (aber die Wahrscheinlichkeit liele
sich einfach berechnen). In diesem Fall bleibt die Aussage tiber die Haufigkeit (den
Anteil) von Arabica-Bohnen erhalten, wir verlieren nur die Information iiber die
absoluten Hiufigkeiten in der Grundgesamtheit (diese ist ja endlich grofl). Dies

ist aber ein Spezialfall.

Vergleichen Sie den Fall, dal nur eine einzige Bohne entnommen wird:

Im Sack befinden sich 90 Arabica- und 10 Robusta-Bohnen. (Grundges.)

Eine Bohne wurde ‘geeignet’ aus dem Sack entnommen.

Die Bohne ist eine Arabica-Bohne. (Stichprobe)

Vermutlich ist die Konklusion richtig. Die Informationen {iiber die relativen
Haufigkeiten der Bohnen im Sack sind nun aber ebenfalls verloren. Wir wéren auch
ausgehend von einer anderen Grundgesamtheit (z. B. einem Sack mit 99 Arabica-
Bohnen und 1 Robusta-Bohne) zum selben Ergebnis gekommen, kénnen aber nicht
darauf zurtickschliefen. Dies ist meistens der Fall: Bei einer einzigen Bohne ist die In-
formation iiber die relativen Haufigkeiten ganz verloren; bei den meisten Stichproben
ist die Information wenigstens verzerrt (z. B. beim Entnehmen von 9 Bohnen aus dem

betrachteten Sack Bohnen — weil man nur ganze Bohnen entnehmen kann).

4.2. Wahrscheinlichkeit als Eigenschaft des Schlusses
Die Wahrscheinlichkeit 148t sich (nicht notwendig, aber gut) als eine Eigenschaft des
Arguments verstehen; dies ist die (auf Peirce zuriickgehende) kanonische Auffassung:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Diese Bohne ist dem Sack entnommen.

[wahrscheinlich]

Diese Bohne ist eine Arabica-Bohne.
Die Wahrscheinlichkeit sagt aus, wie hadufig man richtig und wie hédufig man falsch
liegt, wenn man Argumente der Art verwendet. — Im Beispiel 14ge man in 9 von 10 F&l-
len richtig, wenn man wiederholt Bohnen aus dem Sack entndhme (mit Zurticklegen).

— Die Informationen iiber die relativen Haufigkeiten in der Grundgesamtheit gehen in
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dieser Auffassung nicht verloren, sondern finden sich als Haufigkeit (Wahrscheinlich-
keit) wieder, mit der ein Argument von wahren Pramissen zu wahren Konklusionen
fiihrt.

Die Form eines statistischen Syllogismus wére folgende:

X Prozent der Bs sind A.

Dieses z ist aus B entnommen.

[X Prozent]

Dieses x ist A.
Dieses Argument ist gehaltserweiternd und nicht-giiltig. Die Stérke eines statistischen
Syllogismus héngt wohl von der Anzahl der As unter Bs ab, also von X: Liegt X
nahe bei 100, liegt ein starkes Argument vor (die Pramissen stiitzen die Konklusion
stark: Wer so schlieit, liegt meistens richtig); ist X = 50, stiitzen die Pramissen die
Konklusion nicht, sondern sind irrelevant; gilt X < 50, sprechen die Prédmissen eher

gegen die Konklusion: Wer so schliefit, liegt 6fter flasch als richtig@

Argumente nach dem Vorbild von Stichproben aufzufassen, ist eine fruchtbare Meta-

pher; aber sie ist nicht ohne Probleme:
(i) “.. in the long run”?

In jedem einzelnen Fall kann man daneben liegen (die Konklusion kann falsch sein).
Einzig, wenn man Wahrscheinlichkeitsschliisse wiederholt verwendet — “in the long
run” — darf man erwarten, dafl sich das Verhéltnis wahrer zu falschen Konklusio-
nen dem der Héufigkeit X der Auspragung eines Merkmals in der Grundgesamtheit

annahert. Aber was hilft dies, wenn man Argumente nur einmal ‘verwendet’?
(ii) “.. wiederholte Schliisse”?

Man findet immer wieder die folgende Formulierung: Die Wahrscheinlichkeit eines
Arguments entspreche “der Wahrscheinlichkeit, mit der ein Argument von wahren
Préamissen zu wahren Konklusionen fithrt”. Dies ist nicht falsch, aber was bedeutet
es? — Es gibt eine klare Vorstellung davon, was es bedeutet, mehrfach (wiederum: mit
Zuriicklegen) eine Bohne aus einem Sack zu entnehmen. Es gibt eine klare Vorstellung
davon, was es bedeutet, wiederholt Lotto zu spielen. (Beides sind Handlungen.) Es gibt
eine leidlich klare Vorstellung davon, was es bedeutet, ein Experiment zu wiederholen.
Aber gibt es eine klare Vorstellung davon, was es bedeutet, “ein Argument mehrfach
zu verwenden” bzw. “einen Schlufl mehrfach zu ziehen”? (Wenn ich zweimal
einen Schluf ‘denke’: habe ich ihn dann zweimal ‘gezogen’?) — Die Logik bestimmt
Argumente/Schliisse als Beziehungen zwischen Aussagen; wie diese Bestimmung sich
auf die kanonische Auffassung von Wahrscheinlichkeitsschliissen tibertragen 1afit, ist
nicht offensichtlich.

52 Vgl. Salmon, S.87-89.
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(iii) “.. Entnahme von Stichproben”?

Es gibt einige Eigentiimlichkeiten von Wahrscheinlichkeitsschliissen, die keine Ent-
sprechung bei deduktiven/giiltigen Schliissen haben. Die zweite Pramisse etwa haben

wir jeweils in einer ungewohnten Form formuliert:

Dieses z ist aus B geeignet/zufillig entnommen.

In vielen Logik-Lehrbiichern findet sich stattdessen eine Formulierung, die aus der

deduktiven Logik vertrauter ist:
x ist B @

Die hier gewahlte Formulierung soll sicherstellen, dafl die Aussage iiber die Haufigkeit,
mit der das Argument zu richtigen bzw. falschen Konklusionen fiihrt, richtig ist. (In
welcher Weise, werden wir spéter diskutieren.) Aber wihrend wiederum im betrachte-
ten Fall eines Sacks mit Bohnen eine klare Vorstellung besteht, was es bedeutet, eine
Bohne aus dem Sack zu entnehmen, ist nicht unbedingt klar, was es etwa bedeutet,
ein Exemplar eines Schwans aus der Menge der Schwéne zu ‘entnehmen’ (wenn man

sich beispielsweise fiir die Aussage interessiert, die meisten Schwéne seien Weiﬁ)

4.3. Das Lotterie-Paradox

Eine naheliegende Idee ist, die Wahrscheinlichkeit des Arguments wegzulassen, wenn
der Schluf} “stark genug” ist (die Wahrscheinlichkeit “hoch genug”. Dies scheint
eine realistische Annahme: Viele Annahmen gelten als etabliert, werden “akzeptiert”,
ohne weiter hinterfragt zu werden; und die Vorstellung, jeder wiirde die Griinde (und
wie gut die Grinde sind) stets im Hinterkopf haben, ist weltfremd Dies bietet sich

besonders in extremen Féllen an:

In einer (fairen) Lotterie befinden sich 1000 Lose; nur eins ist ein Gewinn.

Dieses Los wurde gezogen.

Dieses Los ist eine Niete.

Die Kehrseite dieses Ansatzes bilden eine Reihe von (teils sehr technischen) Proble-
men, zu denen dieser Ansatz fiihrt. Ein Beispiel dafiir ist das Lotterie-Paradox

53 Vgl. etwa Salmon, S. 88.

54 Ein anderes Beispiel fiir eine Eigentiimlichkeiten von Wahrscheinlichkeitsschliissen, die keine
Entsprechung bei deduktiven/giiltigen Schliissen haben, ist die Forderung nach “Pradesignation”:
Man mufl wesentliche Elemente des Schlusses spezifizieren, bevor man “den Schlufl zieht”, damit die
Aussage iiber die Haufigkeiten stimmt.

55 Die Frage, welche Wahrscheinlichkeit “hoch genug” ist, kann die Logik nicht beantworten. Ein
oft verfolgter Ansatz ist, von den Folgen einer solchen “Entscheidung” auszugehen: Ist ein Irrtum
folgenschwer, sollte man strengere Mafistibe anlegen. Dies setzt aber, wiederum, voraus, daf§ Hand-
lungen an die Entscheidung gekniipft sind. Vgl. Richard Rudner, The Scientist Qua Scientist Makes
Value Judgments. Philosophy of Science 20 (1), 1953, 1-6.

56 Vgl. Henry Kyburg, Science and Reason, Oxford 1990, ch.4, bes. S. 64.
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(lottery paradox; Henry Kyburg, 1961) Wir betrachten die (faire) Lotterie mit
1000 Losen, von denen genau eines ein Gewinn ist, ndher. Zum einen weil man dann,
dafl genau ein Los gewinnt. Zum anderen aber 14t sich im Fall jedes einzelnen
Loses ein starkes Argument dafiir geben, daf§ dieses Los nicht gewinnen werde. Dar-
aus aber folgt, daBl man meinen sollte, keines der Lose werde gewinnen. Ein und

dasselbe Argument scheint also zu unvereinbaren Konklusionen zu fﬁhren@

Das Lotterie-Paradox hat zu immer neuen Versuchen von ‘Lésungen’ eingeladen und
tut dies immer noch. Aber vielleicht ist es gar nicht plausibel, es ‘16sen’ zu wollen:
Wenn es einen Informationsverlust gibt, dann sollte es Probleme geben — und das
Lotterie-Paradox zeigt positiv, wo solche Probleme auftreten. Verliert man die Infor-
mationen tber Haufigkeiten (trennt die Konklusionen von deren Pramissen), dann
kann man mit den Konklusionen nicht einfach weiterarbeiten. Stellt man eine be-
stimmte Frage (Gewinnt Los Nr.2107 Gewinnt eines der Lose auler Los Nr. 2107),
erhilt man ggf. eine gute Antwort; aber die Antworten auf verschiedene Fragen konnen

einender widersprechen.

4.4. Gegen “wahrscheinliche Konklusionen”
Man konnte die Wahrscheinlichkeit auch auf die Konklusion iibertragen. Eine Mog-
lichkeit wére, sie zum Teil der Konklusion zu machen:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Diese Bohne ist dem Sack entnommen.

Diese Bohne ist [mit der Wahrscheinlichkeit X] eine Arabica-Bohne.

Eine andere, die Konklusion als eine qualifizierte Aussage zu betrachten:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.
Diese Bohne ist dem Sack entnommen.

[Mit der Wahrscheinlichkeit X:] Diese Bohne ist eine Arabica-Bohne.

Viele Logiker haben sich entschieden gegen diesen Ansatz gewehrt. Carl Hempel
hat sich dagegen ausgesprochen, Qualifizierungen in die Konklusion hineinzuschrei-
ben, mit folgendem Argument: Die Konklusion sei entweder wahr oder falsch, aber

nicht wahrscheinlich oder unwahrscheinlich. Dies kénne man von einer Aussage nur

57 Henry E. Kyburg, Probability and the Logic of Rational Belief, Middletown, CT, 1961, S.197.

58 Kyburg wollte eigentlich gerade darauf hinaus, das dies nicht paradox sei. Man kénne, so Ky-
burg, die Konklusionen durchaus ‘akzeptieren’, nur eben nicht zusammen: die logische Konjunktion
gelte nicht mehr — was immer dies bedeutet (vgl. Hacking 1980, S. 155: “To state A and to state B, on
the same occasion that one declines to state A& B, can only invite an inquiry as to what on earth that
means.”). Das Paradox ist urspriinglich als Paradox von Regeln fiir die ‘rationale Akzeptierbarkeit’
von Aussagen formuliert (unter Akzeptanz versteht Kyburg “admit into my corpus of belief”. Diesen
Urspungskontext werden wir beiseitelassen. Eine interessante Antwort auf das Lotterie-Paradoxon
findet sich bei Hacking 1980, S. 155—156.
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relativ zu anderen Aussagen (den Pramissen) sagen, und es konne der Fall sein, dafl
ein- und dieselbe Aussage zugleich wahrscheinlich und unwahrscheinlich ist, bezo-
gen auf verschiedene Pramissenmengen. (Wie auch — analog — ein giiltiges Argument
nicht die Wahrheit der Konklusion zeigt, sondern nur deren Wahrheit gegeben die der
Préimissen.) Die Idee ist: Insofern die Bohne zufillig aus diesem Sack entnommen
wurde (also: gegeben die Pramissen), vermute man (mit Recht), mit 90-prozentiger
Wahrscheinlichkeit werde es eine Arabica sein — aber die Pramissen diirfe man nicht

weglassen.

Man koénnte dem ersten Einwand entgegenhalten, dafl die Analogie zur giiltigen Argu-
menten nicht hergestellt werden miisse — warum sollten sich giiltige und gehaltserwei-
ternde Argumente nicht gerade in diesem Punkt unterscheiden? Dafl die Konklusion
entweder wahr oder falsch sein muf}, konnte man ebenfalls bestreiten: Es gibt ja sta-
tistische Deduktionen, also giiltige Argumente, bei denen sowohl die Pramissen als

auch Konklusion Wahrscheinlichkeitsaussagen sind.

Der zweite Einwand findet sich u.a. bei Wesley Salmor@ detaillierter ausgefiihrt.
Salmon argumentiert ebenfalls dafiir, dafl in einem statistischen Syllogismus die Aus-
sage iiber die Wahrscheinlichkeit auf den Schlufl bezogen werden miisse. Er betrachtet

das folgende Argument:

75 percent of the beans in the barrel are grade A.
The next bean to be drawn from the barrel is a bean in the barrel.

The next bean to be drawn from the barrel ist grade A

Die Konklusion diirfe nicht heiflen: “The next bean to be drawn from the barrel is
probably grade A.” Auch er argumentiert mit einer Analogie zur Deduktion: Seien alle
Bohnen von der Giiteklasse A, lasse sich der Schluf} frei folgendermafien ausdriicken:
“Since all of the beans in the barrel are grade A, the next bean to be drawn from the
barrel must be of grade A.” Hierbei verweise “must be” nicht auf eine Notwendigkeit,
sondern diene als Hinweis darauf, dafl die Aussage die Konklusion eines deduktiven
Arguments sei. Analog konne das Argument durchaus folgendermaflen ausgedriickt
werden: “Since 75 percent of the beans in the barrel are grade A, the best bean to
be drawn from the barrel probably of grade A.” Hier verweise “probably” aber analog
einzig darauf, dafl ein induktiver Zusammenhand zwischen Pramissen und Konklusion
bestehe: “Just as ‘must be’ is not part of the conclusion itself, so is ‘probably’ not

part of the conclusion itself.”m

59 Carl G. Hempel, Aspects of Scientific Explanation, in: id., Aspects of Scientific Explanation
and Other Essays in the Philosophy of Science, New York: The Free Press, 1965, S. 382-383. Vgl.
Salmon, S. 89. Vgl. die Behandlung in Hacking 1980, S. 147-149, sowie Christopher Hookway, Peirce,
London/New York 1985, S.211-213.

60 Salmon, S. 89.

61 Ibid., S. 88.

62 Tbid., S. 89.
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Auch hier ist die Analogie zur Deduktion nicht zwingend (dies bedeutet aber auch
nicht, daB sie zwingend verfehlt wére). Es ist freilich kein Wunder, daf} keine Abhand-
lung tiber Logik die Konklusion deduktiv giiltiger Argumente mit der Qualifizierung
“notwendig” versieht: Denn eine solche Konklusion wird — offensichtlich (und wie
Salmon auch sogleich einréiumt — durch die Pramissen nicht gestitzt. Dies ist im
induktiven Fall mit “wahrscheinlich”, wenigstens auf den ersten Blick, nicht offen-
sichtlich.

Dafl man schlielich von der Konklusion des induktiven Arguments nur aufgrund der
Pramissen aussagt, dafl diese “wahrscheinlich” der Fall sei, und man die Pramis-
sen also erstens nicht weglassen kann und zweitens aufgrund von anderen Pramissen
durchaus auch zu einer anderen Bewertung kommen koénnte, ist vollig analog zu de-
duktiv giiltigen Schliissen: Auch hier fuit die Behauptung der Konklusion auf deren
Verhiltnis zu den Pramissen, und wéren diese anders, konnte es auch die (Bewertung

der) Konklusion sein.

Man kénnte ebensogut andersherum argumentieren: Auf der Grundlage der Préamis-
sen auf eine “wahrscheinliche” Konklusion zu schlieen, ist kein gehaltserweiternder
Schlu8 — denn es kann nicht der Fall sein, dafl die Pramissen wahr, die Konklusion
aber falsch ist. Argumente dieser Art lassen sich auch als statistische Deduktionen

auffassen.

4.5. Abduktion und Inference to the Best Explanation (IBE)

Peirce’ Abduktions-Konzeption steht in der Tradition der sog. hypothetischen (hy-
pothetisch-deduktiven) Methode (method of hypotheses): Man schliefit auf
die Wahrheit einer Annahme (der Hypothese) aufgrund der Tatsache, dafl diese wahre
Implikationen hat. Der logischen Form nach ist dies eine Bejahung des Konsequens.
Bei Peirce tritt aber die Forderung hinzu, die Hypothese miisse eine Erkldrung des

“liberraschenden Phénomens” geben: “If A were true, C would be a matter of course.”

Eine Abduktion (im urspriinglichen Sinn) ist ein Schluf auf eine plausible/mog-
liche Erkliarung; daher die Qualifizierung in der Konklusion (“reason to suspect”).
Es wird nur darauf geschlossen, dafl die Hypothese A eine fruchtbare Annahme ist,
die weiterzuverfolgen sich lohnt. (Die Frage, welchen Kriterien eine gute Abdukti-
on geniigen muf, ist immer noch strittig; sie wird v.a. in der Wissenschaftstheorie
diskutiert.)

Beispiel: Wir vermuten, dafl es in der Sonne die Elemente Eisen, Titan und weitere

Metalle gibt; direkt nachschauen kann man aber nicht. Die Annahme stiitzt sich dar-

63 Ihid., S.89.
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auf, dafl diese Metalle jeweils das Licht einer bestimmter Wellenldngen absorbieren
(und als Licht anderer Wellenlénge wieder abgeben). Im Licht der Sonne ‘fehlen’ nun
bestimmte Wellenldngen weitgehend: Es finden sich schwarze Teile im sonst konti-
nuierlichen Lichtspektrum, die sog. Fraunhofer-Linien — und dies gerade bei den
Wellenléngen, die fir bestimmte Metalle charakteristisch sind. Das Vorkommen dieser
Elemente wiirde dieses iiberraschende Phdnomen also auf natiirliche Weise erklaren,

und es erscheint sinnvoll, sie weiter zu untersuchen@

Davon unterscheiden werden wir den Schlufl auf die beste Erklirung (Inference
to the Best Explanation, kurz IBE) Hier ist die Idee, dafl diejenige Annahme,
die bestimmte Phanomene am besten erklart, damit auch die vermutlich richtige Er-
klarung ist. Hier ist die Konklusion nicht qualifiziert (irren kann man sich natiirlich
dennoch). Kennen mufl man nicht allein das Phénomen und dessen mogliche Erkl&-
rung (wie bei der Abduktion), sondern mehrere (alle?) mégliche Erklarungen; der
Ansatz ist also komparativ (man vergleicht verschedene Erkldrungen), idealerweise
eliminativ (man verwirft alle Moglichkeiten bis auf eine). Zudem mufl man sicherstel-
len, daf} diese Erklarungen ‘hinreichend’ gut sind bzw. daf sich die richtige Erklarung
(hoffentlich!) unter den untersuchten befindet.

Auch bei der IBE mufl man ausbuchstabieren, was eine gute Erklarung auszeichnet.
Harman merkt zur IBE an: “Presumably such a judgment will be based on conside-
rations such as which hypothesis is simpler, which is more plausible, which explains
more, which is less ad hoc, and so forth (Es gibt zahlreiche andere Kataloge sog.

epistemischer bzw. methodologischer Werte.)

Beispiel: Die Kontinentaldrifttheorie Alfred Wegeners (1912, 1915) erkldrt nicht
allein die genaue Passung der Kiistenlinien Stidamerikas und Afrikas — eine Passung,
die noch besser tibereinstimmt, wenn man die Schelfrinder der Kontinente betrachtet;
die Stidkontinente (also auch die Antarktika, Indien und Australien) passen lassen sich
insgesamt gut zu einer grofleren Landmasse zusammenfiigen (Gondwana). Auf allen
Stidkontinenten finden sich Nachweise der Verbreitung des Glossopteris-Farns sowie
weitere Flora und Fauna. Faltengebirge und Scherungen in Siidamerika und Afrika

stimmen uberein. Auf allen Stidkontinenten finden sich Hinweise auf die Eiszeit in

64 Vgl. Charles Peirce, Deduction, Induction, and Hypothesis, 1878 (s.0.), EP 1, S.192. (Die Ent-
deckung machten Bunsen und Kirchhoff 1860; bei Peirce wird nicht ganz klar, dal es sich um Ab-
sorptionslinien handelt (die jeweiligen Wellenlédngen also weitgehend fehlen).

65 Der Ausdruck wurde von Gilbert Harman geprigt (The Inference to the Best Explanation.
The Philosophical Review 74 (1), 1965, S. 88-95); Harman vertrat besonders die Auffassung, die
enumerative Induktion lasse sich als Form von IBE verstehen (soweit enumerative Induktionen giiltig
seien, stellten sie einen Spezialfall von IBE dar. (Vgl.: id., Enumerative Induction as Inference to the
Best Explanation. The Journal of Philosophy 65 (18), 1968, S. 529-533). Der Ausdruck wurde durch
Peter Lipton (Inference to the Best Exzplanation, London/New York [1991] 22004) wiederbelebt.

66 Gilbert Harman, The Inference to the Best Explanation. The Philosophical Review 74 (1), 1965,
S. 89.
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Carbon und Perm, u.a. Gletscherspuren. — Einzelne Phinomene werden auch von
anderen Theorien erklirt (etwa die Verbreitung von Flora und Fauna durch postulierte
Landbriicken zwischen den Kontinenten), aber keine andere erklért alle diese Befunde

aufgrund einer Annahmeﬂ

Abb. 3.1. Einige von Alfred Wegener angefiihrte Belege fiir die ‘Verschiebungstheorie’.
a2 Ubereinstimmung von Kiistenlinien; b Ahnlichkeiten von Gesteinsformationen; ¢
Auffaltung von Gebirgen in Verschiebungsrichtung; d ‘zuriickbleibende’ Inselgruppen und
Kaps (‘Knick’); e dhnliche Faltungen von Strata; f Ubereinstimmungen von Gesteinsarten;

g Glossopteris-Flora (Gondwana; Perm: gepunktet).

Begrifflichkeit: Die Begrifflichkeit schwankt wieder einmal; schon Peirce selbst spricht

von Schliissen auf plausible Erkldrungen mal von Abduktionen, teils aber auch von

67 Alfred Wegener, Die Entstehung der Kontinente und Ozeane, Braunschweig 1915, 4 1929. Eine
Rekonstruktion (von mehreren) der Argumente Wegeners und seiner Gegner geben Paul Thagard
and Gregory Nowak (The Explanatory Coherence of Continental Drift. PSA: Proceedings of the
Biennial Meeting of the Philosophy of Science Association 1988, Volume One: Contributed Papers,
1988, S.118-126). — Eine der frithesten Verweise auf die Ahnlichkeiten der Kiistenlinien findet sich
im Novum Organum Bacons (I1.27; moglicherweise bezieht sich Bacon dort aber auf Ahnlichkeiten
der Westkiisten beider Kontinente).
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Hypothesen oder auch von ‘Retroduktionen’. Der Ausdruck ‘Abduktion’ wird heute
oft auch gleichbedeutend mit ‘Schlufl auf die beste Erkldrung’ verwendet.



5. Zufall

5.1. Der Spielerfehlschluf
5.2. Zufallsexperimente: Unabhingigkeit
5.3. Der Spielerfehlschluf3 (Fortfiithrung)

5.1. Der Spielerfehlschluf

Der Spielerfehlschlufl (gambler’s fallacy) oder Monte-Carlo-Fehlschlufl besteht
darin, ein zufédlliges Ereignis fiir wahrscheinlicher zu halten, wenn es zuvor seltener
als erwartet aufgetreten ist, bzw. fiir unwahrscheinlicher, wenn es zuvor ofter als

erwartet aufgetreten ist.

Ein Erklarungsansatz: Man erwartet von zufilligen Ereignissen auch eine erkennbar
zuféllige Verteilung. Kennt man einen einen Teil der Verteilung und sieht darin (zu)
viel Regelméﬁigkeit@ vermutet man, diese miisse sich bald wieder ausgleichen. (Bei

seltenen Ereignissen kann auch ein einziger Fall genﬁgen Beispiele:

1913 soll sich im Casino de Monte-Carlo in Monaco der folgende Vorfall ereignet
haben: Bei einem Roulette-Spiel soll 26 Mal hintereinander Schwarz gefallen sein —
und viele Spieler haben mit dem Setzen auf Rot viel Geld verloren (wihrend das Haus
viel Geld gewann). (Auf diesen Vorfall geht die Benennung “Monte-Carlo-Fehlschluf”

zuriick.)

Pierre-Simon Laplace, 1812: “Ich habe Méanner gesehen, welcher [sic] sehnlich
wiinschten, einen Sohn zu haben, und denen es deshalb unangenehm war, wenn in dem
Monathe, in welchem sie Viter werden sollten, Knaben geboren wurden. Sie bildeten
sich ein, das Verhéltni} oder [sic] ménnlichen Geburten zu den weiblichen miifite

am Ende jedes Monathes dasselbe seyn, und glaubten daher, die schon geborenen

68 Die meisten Menschen erwarten von einer zufilligen Verteilung interessanter Weise zu wenig Re-
gelmaBigkeit: Bittet man Leute, eine ‘zufillige’ Abfolge von ‘Kopf’ und ‘Zahl’ aufzuschreiben, notiert
kaum jemand siebenmal ‘Kopf’ bzw. ‘Zahl’ in Folge — dabei ist dies durchaus nicht unwahrscheinlich;
vgl. Hacking, S.30-31.

69 Hat etwa ein Schiiler einer Klasse am 29. Februar Geburtstag, konnte man auf den Gedanken
kommen, es wiare damit noch unwahrscheinlicher, dafl auch ein zweiter Schiiller am gleichen Tag
Geburtstag hat — weil man es fir besonders unwahrscheinlich hélt, da§ dies in einer Klasse zwei-
mal vorkommt. — Was scheint Thnen als Strategie beim Lotto intuitiv (ohne langes Nachdenken)
aussichtsreicher: Immer Ihren Geburtstag zu tippen oder immer die Gewinnzahlen der vorherigen
Woche?
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Knaben machten es wahrscheinlicher, daf nachsten [sic] Geburten Médchen bringen
wiirden.”[]

Portfolio-Theorie: Viele Privatanleger investieren in sog. Exchange-Traded Funds
(ETFs), d. h. borsengehandelte Fonds; die meisten davon sind passiv gemanagte Fonds,
die einen Index (etwa den DAX) ‘nachbilden’ (und nicht, wie aktiv gemangte Fonds,
gezielt in bestimmte Firmen investieren). Die Uberlegung hinter dieser Entscheidung
ist einmal, daB fiir diese Fonds nur geringe Gebiihren anfallen (Management und
Handel sind billig), vor allem aber die Auffassung, dafl niemand langfristig ‘den Markt
schldgt’, d. h. einen Gewinn macht, der {iber der durchschnittlichen Marktentwicklung
liegt: Aktienkurse seien nicht vorhersagbar, sondern zuféilligﬂ — Viele Ratgeber und
Zeitungsartikel empfehlen mit diesem Argument, in ETFs zu investieren. Weiterhin
raten sie davon ab, bei einer ldnger andauernden Hausse (guten Entwicklung der
Maérkte) zu investieren — damit man sich nicht drgert, wenn die ‘Blase platzt’. Ist man

gut beraten, beide Ratschlige zu befolgen?
Wo liegt der Fehler beim Spielerfehlschluf3? Dem Spielerfehlschlufl kénnte man
die folgende Form geben:

Ob man einen Jungen oder ein Madchen bekommt, ist Zufall.
In einem bestimmten Monat werden erwartbar gleich viele Jungen wie Médchen geboren.

Es wurden in diesem Monat schon viele Jungen geboren.

Es werden im verbleibenden Teil des Monats mehr Madchen geboren.

Dieses Argument ist inkonsistent. Um dies genauer zu fassen, betrachten wir zu-

néchst Zufallsexperimente.

(Es gibt Moglichkeiten, sich gleich klarzumachen, daf hier etwas nicht stimmen kann:
(i) Woher sollen die Kinder denn wissen, als was sie geboren werden sollen (wie vie-
le andere Kinder schon geboren wurden)? (ii) Die Monatseinteilung ist ja nur eine
Konvention, und nichts hindert uns, den Tag der Geburt als ersten oder letzten Tag
des Monats eines anderen Kalenders aufzufassen. Auch in diesem Kalender wiirden
in einem bestimmten Monat anndhernd gleich viele Jungen wie Médchen geboren —
aber wéare es der erste Tag, ware dann noch alles offen? und wére es der letzte, wére
das Geschlecht des Kindes dann festgelegt?)

70 Pierre-Simon Laplace, Philosophischer Versuch iber Wahrscheinlichkeiten (tibers. v. F.W. Tén-
nies). Heidelberg 1819, S.175-176.

71 Mit anderen Worten, man hilt den Markt fiir (ziemlich) ‘effizient’. Die Idee hinter dieser sog.
Effizienzmarkthypothese ist, daf3 alle wesentlichen Informationen tber die zukiinftige Entwicklung
schon in den Preisen enthalten sind — hétte jemand Informationen iiber die zukiinftige Entwicklung
(und Geld iibrig), so wiirde er oder sie es investieren und sich so der Preis anpassen. Die Theorie
effizienter Markte geht auf Eugene Fama zuriick; er erhielt 2013 den Alfred-Nobel-Gedéachtnispreis
fiir Wirtschaftswissenschaften der Schwedischen Reichsbank.
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5.2. Zufallsexperimente: Unabhangigkeit

Wir betrachten Zufallsexperimente (statistical experiment), konkreter eine ‘Zu-

fallsapparatur’ (chance setup). Die Bezeichnung ‘Zufallsapparatur’ stammt von Ian
HackingE

A chance setup is a device or part of the world on which might be conducted one or
more trials, experiments, or observations; each trial must have a unique result which is a
member of a class of possible results

Ein Beispiel wére etwa ein Miinze, die geworfen wird (Wiirfel, ein Roulette oder eine
Lotterie téiten es auch). Werfen wir die Miinze, sprechen wir von einem Experiment
(trial); die moglichen Ergebnisse oder Ausfille (possible results) sind KOPF
und ZAHL.

Man hat eine intuitive (undurchdachte) Idee, was es bedeutet, die Miinze sei fair.

An eines denkt man sofort: Die Ausfille KOPF und ZAHL miissen gleichwahrschein-
lich sein; das bedeutet, dafl langfristig die Haufigkeit beider Ausfille gleich grofl sein
sollte. Man sagt, die Miinze habe keinen Bias/keinen systematischen Fehle@
Experimente mit (endlich vielen) gleichwahrscheinlichen Ausféllen bezeichnet man als

Laplace-Experimente.

Aber fehlender Bias ist nur notwendig fiir Fairness, nicht hinreichend. Fairness hat
zwei Seiten! Betrachten Sie die folgende Sequenz von KOPF (e) und ZAHL (o):

® € O O @@ ® OO @ ® OO @@ O O @ @ 0OO0...

Die Ausfille scheinen gleichwahrscheinlich zu sein, und sind (wenn es so weitergeht)

langfristig gleichhédufig. Aber sie sind vorhersagbar, und also nicht zuféllig.

Ausfille zufilliger Wiirfe sind voneinander unabhéingig (independent). Dies kann
man unterschiedlich ausbuchstabieren: Die Ausfélle sollen zuféllig (random) sein,
d.h. unbeeinfluflt von einander/von vorhergehenden Ausféllen. (Beachten Sie bitte: Im
Englischen unterscheidet man oft zwischen ‘chance’ und ‘randomness’). Man konnte
auch so formulieren: Der Zufallsgenerator soll “kein Gedachtnis” haben; oder: Es

gibt keine Gewinnstrategiem

Eine (Laplace’sche) Zufallsapparatur ist fair genau dann wenn (i) die Appa-
ratur ohne Bias ist und (ii) die Ausfille unabhingig sind. Fiir alles Folgende ist

die Unabhéngigkeit das weitaus wichtigere Merkmal.

72 Die Bezeichnung hat sich allerdings nicht durchgesetzt.

73 Tan Hacking, Logic of Statistical Inference. Cambridge: Cambridge University Press, 1965, S.13.

7 Die Ubersetzungen von ‘Bias’ schwanken: systematischer Fehler, (MeB-) Abweichung, Voreinge-
nommenheit, Verzerrung.

75 Vgl. Hacking, S.25-29.
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5.3. Der Spielerfehlschluf3 (cont’d)

Die Ausfille eines fairen Zufalls-Experiments sind also gleichwahrscheinlich und unab-
héngig. Damit 148t sich nun die Inkonsistenz beim Spielerfehlschlufl besser beschrei-

ben.

Ob man einen Jungen oder ein Madchen bekommt, ist Zufall.
In einem bestimmten Monat werden erwartbar gleich viele Jungen wie Méadchen geboren.

Es wurden in diesem Monat schon viele Jungen geboren.

Es werden im verbleibenden Teil des Monats mehr Madchen geboren.

Man konnte sagen, es sind zwei Argumente; das erste Argument ist das folgende:

Ob man einen Jungen oder ein Méadchen bekommt, ist Zufall.

In einem bestimmten Monat werden erwartbar gleich viele Jungen wie Méadchen gebo-

ren.

Das Argument setzt voraus (Pramisse), dafl die Geburten unabhdngig sind (wéren sie

es nicht, lage kein Zufall vor).

Das zweite Argument wiederum ist das folgende:

In einem bestimmten Monat werden [erwartbar] gleich viele Jungen wie Madchen gebo-
ren.

Es wurden in diesem Monat schon viele Jungen geboren.

Es werden im verbleibenden Teil des Monats mehr Madchen geboren.

Dieses Argument ist, wenn man das “erwartbar” ignoriert, eine giiltige statistische
Deduktion — es setzt dann aber voraus, dafl die Geburten abhdngig sind (dal also
gerade kein Zufall vorliegt). Stiitzt sich aber erste Pramisse in diesem Argument (die
Gleichverteilung) auf die Unabhhéngigkeit der Geburten (ist also nur ‘erwartbar’), so
kann man diese im folgenden nicht als abhéngig betrachten. Die Inkonsistenz beim
Argument liegt also darin, die Geburten (Ausfille des Experiments) zugleich als un-

abhingig und als abhéngig zu betrachten.

Ob Ausfille eines Versuchs wirklich zuféllig sind, kann die Logik nicht sagen. Wenn
man annimmt, dafl die Ausfélle zufillig und also unabhéngig sind, dann liegen dem
Spielerfehlschufl unvereinbare Annahmen zugrunde. Aber wenn beim Roulette 25 mal
hintereinander ROT féllt, dann kénnte man dies auch als Beleg dafiir sehen, daf
das Roulette nicht fair und die Ausfille nicht zuféllig sind oder nicht ohne Bias.
Dies spriache aber eher dafiir, kiinftig auf ROT zu setzen. Mit anderen Worten: Das

Zufallsmodell kann auch falsch sein.

76 Hier steht ‘erwartbar’ (und nicht ‘wahrscheinlich’), da es sich um ein Argument von Einzel-
wahrscheilichkeiten auf eine erwartbare Wahrscheinlichkeit handelt (eine statistische Deduktion, die
sich wahrscheinlichkeitstheoretisch begriinden liefie).



6. Grundlagen der Wahrscheinlichkeitstheorie

6.1. Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen und Aussagen
6.2. Die Begrifflichkeit der Wahrscheinlichkeitstheorie
6.3. Die Additionsregel (einzelner Versuch)

6.4. Die Multiplikationsregel (mehrere Versuche)

6.5. Zusammengesetzte Ereignisse (mehrere Zufallsmaschinen)

6.1. Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen und Aussagen

Wir betrachten wiederum einen Sack mit Kaffeebohnen und eine Stichprobe daraus:

Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10 Robusta-Bohnen.

Diese Bohne ist dem Sack entnommen.

[wahrscheinlich]

Diese Bohne ist eine Arabica-Bohne.
Wenn wir uns hier fragen, wie wahrscheinlich es ist, dafl wir eine Arabica-Bohne
erhalten, wenn wir eine Probe-Bohne entnehmen — mit anderen Worten: Wir fragen
nach der Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (ndmlich, eine Bohne in der Hand

zu halten, wenn wir etwas bestimmtes tun).

Wir haben uns entschlossen, Wahrscheinlichkeitsargumente nach dem Vorbild solcher
Stichprobenentnahmen aufzufassen, um diese besser behandeln zu koénnen. Ein Ar-
gument ist eine Beziehung zwischen Aussagen, und entsprechend sollte auch dieses

gehaltserweiternde Argument eine Beziehung zwischen Aussagen sein.

Wir kénnen also das Argument auch anders verstehen: Wir uns fragen, wie wahr-
scheinlich es ist, dafl es wahr ist, daf} eine Arabica-Bohne erhalten, wenn wir eine
Probe-Bohne entnehmen — mit anderen Worten: Wir fragen nach der Wahrschein-
lichkeit, daf3 eine Aussage/Proposition wahr ist (ndmlich: “Diese Bohne ist

eine Arabica-Bohne.” — wenn andere Aussagen wahr sind).

Ganz unproblematisch war diese Auffassung von Wahrscheinlichkeitsargumenten nicht
(s.0., 3.9), aber eine fruchtbare Metapher. Wir werden im folgenden strenger un-
terscheiden zwischen der Wahrscheinlichkeit von Ereignissen einerseits und der von

Aussagen (die von Ereignissen, Mengen und Héufigkeiten handeln) andererseits.

Es sind eigentlich nur zwei verschiedene Weisen, iiber Wahrscheinlichkeiten zu spre-
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chen (die “Sprache der Logiker” und die “Sprache der Statistiker”, wie Hacking sie
nennt). Wir werden beide “Sprachen” parallel verwenden — sie lassen sich weitgehend

ineinander tibersetzen.

Eigentlich wére aus Sicht der Logik naheliegend, allein die logische “Sprache” zu ver-
wenden; aber fiir viele Anwendungsfille bietet sich die statistische Betrachtungsweise
an. Diese hat zudem einen wesentlichen Vorzug: Betrachtet man Mengen, lassen
sich in vielen Fillen Aussagen iiber Wahrscheinlichkeiten von Ereignissen als
Aussagen iiber Hiufigkeiten, d. h. {iber endliche Mengen, verstehen — und wah-
rend vielen Menschen der Umgang mit Wahrscheinlichkeiten Probleme bereitet, ist

der Umgang mit Aussagen iiber Haufigkeiten oft deutlich leichter.

Die Aussagen in Wahrscheinlichkeits-Argumenten waren Aussagen iiber zwei verschie-
dene Arten von Gegenstianden: Aussagen tiber Einzel-Ereignisse, Mengen und H&au-
figkeiten (“Es ist eine Arabical”; “Im Sack befinden sich 90 Arabica-Bohnen und 10
Robusta-Bohnen.”) sowie Aussagen iiber Handlungen (“Ich entnehme vier Boh-
nen.”). Diesen Handlungen bzw. Aussagen iiber diese Handlungen werden wir keine
Wahrscheinlichkeiten zuordnen — ihnen entspricht in der Wahrscheinlichkeitstheorie

einfach die Idee der “Zufallsauswahl”.

Die Wahrscheinlichkeitstheorie ist die Theorie statistischer Deduktionen; d. h. wir
werden im folgenden allein giiltige Argumente (bzw. Rechnungen) untersuchen. Auf
den Nutzen der Wahrscheinlichkeitstheorie fiir gehaltserweiternde Argumente kom-

men wir spiter zuriick [

6.2. Die Begrifflichkeit der Wahrscheinlichkeitstheorie

Seien A und B Aussagen; Seien A und B Ereignismengen;
dann bezeichne: dann bezeichne:

P(A) die Wahrscheinlichkeit P(A) die Wahrscheinlichkeit

der Aussage A. des Ereignisses A.
Weiterhin bezeichne: Weiterhin bezeichne:

AV B die Adjunktion, AU B die Vereinigungsmenge,

AN B (A.B) die Konjunktion, AN B die Schnittmenge,

—-A (A) die Negation —A (A") das (absolute) Komplement
der jeweiligen Aussagen. der jeweiligen Ereignisse.

77 Vgl. zum folgenden Hacking, ch. 4.
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Konventionen fiir P(A):
0<P(A) <1

P(Q) =1 (dabei bezeichnet Q die Tautologie bzw. ein sicheres Ereignis)

6.3. Die Additionsregel (einzelner Versuch)

Wir betrachten ein (einzelnes) Experiment mit einer Zufallsmaschine. — Die Zufalls-
maschine hat u.a. die moglichen Ergebnisse A und B, und wir fragen uns, wie wahr-
scheinlich es ist, dafl dabei das Ergebnis A oder das Ergebnis B herauskommt. Sind
A und B wechselseitig ausschlielend, dann kann man ihre Wahrscheinlichkeiten

addieren:
A A B falsch, dann P(AV B) = P(A) + P(B); entsprechend fir Mengen:
AN B leer, dann P(AU B) = P(A) + P(B).

Beispiel. Frage: Unsere Zufallsmaschine ist ein Sack Kaffeebohnen mit 6 Robusta-
Bohnen, 2 Arabica-Bohnen und 2 Bohnen, die verdorben sind, so dafl man nicht mehr
sagen kann, welche Sorte es ist. Alle Bohnen sind gleichgrofl und gleichschwer und
auch sonst nicht zu unterscheiden. Wie wahrscheinlich ist es, eine Arabica oder eine

verdorbene Bohne zu ziehen?

Antwort: Da man nur entweder eine Arabica oder eine verdorbene (oder eine ande-

ren) Bohne ziehen kann, und es jeweils 2 davon gibt (und insgesamt 10 Bohnen, so daf§

die Wahrscheinlichkeit, eine bestimmte Bohne zu ziehen, also jeweils P(Bohne) = %0

ist), ergibt sich:

P(Arabica V verdorben) = P(Arabica) + P(verdorben) = = +

10

she
sl

Merken: A-usschlielend? dann A-ddieren.

6.4. Die Multiplikationsregel (mehrere Versuche)

Wir betrachten mehrere Versuche mit der Zufallsmaschine. — Die Zufallsmaschine hat
u.a. die moglichen Ergebnisse A und B, und wir fragen uns, wie wahrscheinlich es ist,
dafl im ersten Versuch das Ergebnis A, im zweiten das Ergebnis B herauskommt (A
und B)?

Sind A und B unabhingig, dann kann man Wahrscheinlichkeiten multiplizieren:

A und B unabhéngig, dann P(A A B) = P(A) - P(B); entsprechend fiir Mengen:

A und B unabhéangig, dann P(AN B) = P(A) - P(B).
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Beispiel. Frage: Unsere Zufallsmaschine ist wieder der Sack Kaffeebohnen mit 6
Robusta-Bohnen, 2 Arabica-Bohnen und 2 verdorbenen Bohnen. Wie wahrscheinlich

ist es, erst eine Robusta und dann einen verdorbene Bohne zu ziehen (mit Zuriick-
legen?

Antwort: Da die beiden Versuche (Zuriicklegen!) unabhéngig sind, und es 6 Robusta
und 2 verdorbene Bohnen gibt (und insgesamt 10 Bohnen, so dafi die Wahrschein-
lichkeit, eine bestimmte Bohne zu ziehen, also jeweils P(Bohne) = - ist), ergibt
sich:

P(erst Robusta A dann verdorben) = P(Robusta) - P(verdorben) = & - 2 = 12

Merken: U-nabhéngig? dann m-U-ltiplizieren.

6.5. Zusammengesetzte Ereignisse (mehrere Zufallsmaschinen)

Zusammengesetzte FEreignisse sind Ausfélle von Versuchen an verschiedenen Zufalls-
maschinen. (Von ‘verschiedenen’ Zufallsmaschinen kénnen wir auch bei Féllen an einer
Machine ‘ohne Zuriicklegen’ sprechen, da sich dabei ja die Wahrscheinlichkeiten einer
Zufallsmaschine dndert.) Interessiert sind wir an einem Ergebnis, das von mehreren
Ausfillen zugleich abhéngig ist, ohne aber (wie bei der Multiplikationsregel) zugleich

die einzelnen Ausfille festzulegen.

Ansatz/Strategie: Wir konnen bisher nur addieren und multiplizieren, also miissen
wir nach ausschlieBenden und nach unabhéngigen Ausféllen suchen, und die Versuchs-
abfolge entsprechend strukturieren. (Gelingt dies nicht, wird es kompliziert — aber uns
geht es um die Ideen hinter der Wahrscheinlichkeit, nicht das Rechnen — wer sucht,

wird also finden.)

Beispiel: In zwei verschiedenen Rdumen (H12 und H7) lagern je ein Sack mit Kaf-
feebohnen; in H12 einer mit 300 Arabica und 100 Robusta-Bohnen, in H7 einer mit
100 Arabica und 300 Robusta.

Wir werfen zunéchst die Miinze; bei KOPF ziehen wir einen Bohne aus H12, bei ZAHL

ziehen wir einen Bohne aus H7.
Frage: Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit, einen Arabica-Bohne zu ziehen?

Antwort: Wir konnen eine Arabica entweder aus H12 oder aus H7 ziehen — nicht

aber beides zugleich — dies schlieit sich aus (Additionsregel):

P(Arabica) = P(erst H12, dann Arabica) + P(erst H7, dann Arabica).

78 Zuriicklegen’ ist immer ein Hinweis auf Unabhingigkeit (legt man nicht zuriick, verindern sich
die Wahrscheinlichkeiten)!
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Aus H12 ziehen wir eine Arabica, wenn wir erst KOPF werfen und dann etwas Gliick

haben — beides ist unabhéngig (Multiplikationsregel):

P(erst H12, dann Arabica) = P(KOPF) - P(Arabica aus H12) = 1 - 330 = 2.

Analog:

P(erst H7, dann Arabica) = P(ZAHL) - P(Arabica aus H7) = £ - 190 = 1

2 400 — 8"
Somit:
P(Arabica) = P(erst H12, dann Arabica aus H12)
+ P(erst H7, dann Arabica aus HT)

_3,1_1
_8+8_2'

Die Wahrscheinlichkeit, eine Arabica-Bohne zu ziehen, ist also 1/2.
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7.1. Kategorische und konditionale (bedingte) Aussagen
7.2. Anwendung: Ein Versuch

7.3. Motivation

7.4. Zweimaliges Ziehen

7.5. Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

7.1. Kategorische und konditionale (bedingte) Aussagen

Wir unterscheiden kategorische Aussagen von konditionalen Aussagen. Kategorische
Aussagen (categorical statements) stellen fest, daf etwas der Fall ist; dies konnen

auch Aussagen iiber Méglichkeiten@ oder Wahrscheinlichkeiten sein:

Die Bahn kommt in einer Minute. — Die Niederschlagswahrscheinlichkeit betragt 30 %.

Als konditionale oder bedingte Aussagen (conditional statements) bezeichnen wir
alle Aussagen, die sich als Wenn-dann-Gefiige verstehen lassen (‘wenn’ und ‘dann’
miissen aber nicht verwendet werden). Dies kénnen wiederum auch Aussagen tiber

Wahrscheinlichkeiten sein:

Wenn ich mir jetzt eine anziinde, kommt die Bahn in einer Minute. —
Wenn die Grofiwetterlage gleich bleibt, betriagt die Niederschlagswahrscheinlichkeit 30 %.
— Bei gleichbleibender Grofiwetterlage betriagt die Niederschlagswahrscheinlichkeit 30 %.

Anmerkung: Man kann es der Form einer Aussage nicht unbedingt ansehen, ob es
sich um eine kategorische oder eine konditionale Aussage handelt. Aussagen iiber
Dispositionen etwa kénnte man ebensogut als kategorische Aussagen (‘Kochsalz ist
wasserloslich) wie auch als konditionale Aussagen (‘Wenn man Kochsalz in Wasser

gibt, 16st es sich.’) auffassen. Wir ignorieren die damit verbunden Fragen hier.

Schreibweisen fiir kategorische und konditionale Wahrscheinlichkeiten:
P(A) P(Die Bahn kommt in einer Minute)
P(A| B), auch: P (A)[

P( Die Bahn kommt in einer Minute | Ich ziinde mir jetzt eine an ).

79 Wir verwenden also den Ausdruck ‘kategorische Aussage’ in einem weiten Sinn; in der traditio-
nellen Logik werden als kategorische Aussagen vielfach einzig Tatsachenfeststellungen i.G.z. Aussagen
uber Moglichkeiten oder Notwendigkeiten bezeichnet.

80 Die zweite Variante ist eigentlich besser lesbar, aber in der Philosophie selten; wir verwenden
daher die erste.
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Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:
P(A|B)=PAANB)/P(B) fur P(B)#0.

Motivation: Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist im Grunde sehr
natiirlich. Die klassische oder laplacesche Auffassung versteht die kategorische Wahr-
scheinlichkeit als das Verhéltnis der Zahl der ‘glinstigen’ Ausfélle eines Versuchs zur
Zahl der ‘moglichen’ Ausfille. Gedacht wird dabei an Versuche, in denen die einzel-
nen Ausfille gleichwahrscheinlich sind (sog. Laplace-Versuche), wie etwa im Fall eines

fairen Wiirfels:

Anzahl (gerade Zahlen) Anzahl (2, 4, 6) 3
de Zahl) = - =2,
Plgerade Zahl) = T hlen insgesamt) ~ Anzahl (1, 2,3, 4,5.6) 6

Bei der bedingten Wahrscheinlichkeit liegt der gleiche (der selbe) Ansatz zugrunde;
nur werden allein die Ausfille betrachtet, die der Bedingung entsprechen (hier fett
gesetzt):

Anzahl (gerade Zahlen > 4) Anzahl (2, 4, 6) 2
. Zahl | > 4) = = = —.
P(ger. Zabl | = 4) Anzahl (Zahlen insgesamt >4)  Anzahl(1, 2, 3,4, 5,6) 3

7.2. Anwendung: Ein Versuch

Wir betrachten 2 Sdcke mit Kaffeebohnen, A und B. Im Sack A befinden sich 8
Bohnen, davon 2 von der Sorte Robusta (R); in B befinden sich 400 Bohnen, davon
300 Robusta. Die iibrigen sind jeweils Arabica.

Frage: Wenn wir blind (zuféllig) einen der beiden Sécke wéhlen und dann eine Bohne
daraus ziehen, und die ist eine Robusta — mit welcher Wahrscheinlichkeit stammt die
dann aus Sack A?

Voriiberlegungen:

Wir wissen: P(R| A) = P(R|B)=32, P(A) =P(B)=+. Wirsuchen: P(A|R).

1
40
(i) Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit konnen wir fiir zweierlei
gebrauchen: Erstens erlaubt sie uns, bedingte Wahrscheinlichkeiten (P(X | Y)) und
Wahrscheinlichkeiten von Konjunktionen (P(X AY')) ineinander umzuformen:

P(X|Y) s P(XAY).

Da fiir Konjunktionen das Kommutativgesetz (X AY =Y A X) gilt, erlaubt dies
weiterhin, die bedingten Wahrscheinlichkeiten P(X | Y) und P(Y | X) ineinander

umzuformen:
PX|Y)«—=PXAY)+—PYAX)+— PY | X).

Die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit ist oft nur zusammen mit dem Kom-

mutativgesetz brauchbar; sehen Sie also Definition und Kommutativgesetz als Einheit.



44 Logik II

(ii) Wenn wir die Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit anwenden, treten aber
auch kategorische Wahrscheinlichkeitsaussagen auf; P(A) und P(B) sind bekannt,
nicht aber P(R). Hier brachen wir einen Kniff: Eine Robusta-Bohne R koénnen wir
entweder aus Sack A oder aus Sack B erhalten — nicht anders und nicht beides zugleich
(mit anderen Worten: die beiden Fille sind hier erschépfend und ausschliefend). Daher
ist

P(R) = P(RAA) +P(R A B).

Die Idee hinter diesem Kniff ist oft niitzlich; wir werden ihr spéter in anderer Form

als ‘totale Wahrscheinlichkeit” wiederbegegnen.

Antwort:

P(A|R) =P(AAR)/P(R) nach Definition
=PRANA)/PR) Kommutativgesetz
=P(R| A)-P(A) / P(R) Zéhler: nach Definition
=P([R|A)-P(A) /| (P(RAA)+P(RAB)) (Aufgabe)
=P[R|A)-P(A) [ (P(R|A)-P(A)+P(R|B)-P(B))  n. Definition.

Jetzt kennen wir alle Ausdriicke, und kénnten die Werte einsetzen:

_2 1/(2 1 300 1)_1/(1+§>_1/1_1
T8 2 8 2 400 2/ 8 8 &) 8/ 2 4

Die Wahrscheinlichkeit, dafl eine Robusta-Bohne aus Sack A stammt, ist 1/4.

7.3. Motivation

Der Grund, warum wir Wahrscheinlichkeiten untersuchen, ist der, daf§ wir auf der
Suche nach einer Logik gehaltserweiternder Schliisse sind, und die Wahrscheinlich-

keitstheorie ist ein vielversprechender Ansatz@

(i) Die eine Variante ist dabei die (klassische) induktive Statistik. Charles Sanders
Peirce einer der drei groflen amerikanischen Pragmatisten (neben William James
und John Dewey), entwickelte die Grundlagen dieser Theorie 1868 in A Theory of
Probable Inference. Im 20. Jh. wurde sie von Ronald Fisher und Jerzy Neyman (u. a)
erneut entdeckt, und ein sehr grofier (und wachsender) Anteil dessen, was wir zu
wissen glauben@, fult auf diesem Ansatz. Dessen Grundidee ist einfach: Wir mochten

wissen, ob das Ergebnis eines Versuchs (E) einfach Zufall ist, und fragen: Wenn es

81 Ein neuer Versuch ist die Ranking-Theorie, die mit schwicheren Annahmen auskommt.
82 Aussprache: ‘Pors’.
83 Warum die Formulierung “.. zu wissen glauben”? Googlen Sie bitte “Replikationskrise”.
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Zufall ist, wie (un)wahrscheinlich ist es? Man interessiert sich also fiir P(Ergebnis |

Zufall), und mochte schlieBen:

Wenn es ein Zufall ist, dann ist es ein sehr grofier Zufall, oder:

Entweder es ist kein Zufall, oder etwas sehr Unwahrscheinliches ist passiert.

(ii) Der andere wichtige Ansatz die die sog. Bayes’sche Theorie, benannt nach
dem Satz von Bayes (nach Thomas Bayes, dessen Aufsatz An Essay Towards Solving
a Problem in the Doctrine of Chances 1763 posthum veroffentlicht wurde). Den Satz

von Bayes ist einfach ein Zusammenhang zwischen vier Wahrscheinlichkeiten:

‘P(Theorie | Erfahrung) <— P(Erfahrung | Theorie), P(Theorie) und P(Erfahrung).

Die linke Seite ist interessant: Wie wahrscheinlich ist eine Theorie, gegeben man macht
bestimmte Erfahrungen? Absolut kann man es nicht sagen, aber man kann sagen, ob
und wann bestimmte Erfahrungen eine Theorie ‘bestatigen’, diese ‘wahrscheinlicher

machen’ — wenn etwa gilt:

‘P(Theorie | (neue) Erfahrung) > P(Theorie).

Beide Ansétze beruhen auf bedingten Wahrscheinlichkeiten.

7.4. Zweimaliges Ziehen

Eine wichtiger Kniff bei der Anwendung der Wahrscheinlichkeitstheorie beruht darauf,
daBl man durch wiederholte Versuche seine Sicherheit oft sehr schnell steigern
kann. Macht man nur einen oder zwei Versuche, ist das Ergebnis oft ganz ansehnlich,
aber mit wiederholten Versuchen wird das Instrument wirklich méchtig, da sich die

Wahrscheinlichkeiten unabhéngiger Ereignisse multiplizieren.

Frage: Wie grofl wire die Wahrscheinlichkeit, daf§ die Bohnen aus dem Sack A sind,
wenn Sie zweimal ziehen (der Einfachheit halber: mit Zuriicklegen) und 2 Robusta-

Bohnen hintereinander erwischen?

Antwort: Sei Ry: die erste Bohne ist eine Robusta; Rs: die zweite Bohne ist eine
Robusta.

P(A|RiARy) =P(AANRi ARs) | P(Ri A Ra) nach Definition
=P(R2 A R1.A) | P(R2 A Ry) Kommutativgesetz
= P(Rz A R1.A) / Nenner Zihler:
=P(Rz | Ri A A) P(Ri A A) / Nenner nach Definition
= P(Rz|A) P(Ri A A) / Nenner (Aufgabe)
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= P(Rz2|A) P(R1]|A) P(A) / Nenner nach Definition
Zahler

= Zahler / P(R1 A R2) Nenner:

= Zéhler / P(Ry A Ri.A) + P(Rs A Ry A B) [Aufgabe]

= Zéhler / P(Ry | RiAA) P(RiAA) + P(R2 | RiAB) P(RiAB) s.o.
= Zéhler / P(Ra|A) P(R1|A) P(A) + P(Rz|B) P(R:|B) P(B) s.o

P(R2]A) P(R1]A) P(A)
P(R2]A) P(R1|A) P(A) + P(R2|B) P(R:|B) P(B)

Alle Ausdriicke sind bekannt:

_111/(111+§§1)_i (L+£) 10 _ 1
T 442 442 442) 32 32 32 32/ 32 10°
Zieht man 2 Robusta- Bohnen hintereinander, betrdgt die Wahrscheinlichkeit, dafl

diese aus Sack A sind

’10

Mehrfaches Testen ist oft ein méchtiges Instrument: Bei einem Versuch ist P(A4 |
R;) = 0,25, bei zwei Versuchen schon P(A | R;.Re) =0, 1.

7.5. Haufigkeiten und Wahrscheinlichkeiten

Es gibt aber einen anderen Weg zur Losung von Aufgaben, der auf jeden Fall geeignet
ist, die Ergebnisse zu tiberpriifen. Menschen (fast alle) sind schlecht im Denken mit
Wahrscheinlichkeiten; mit Haufigkeiten tun sie sich oft leichter. Die Angabe P(A) =
0,5 bedeutet ja nur, dal bei 10 Versuchen erwartbar 5 mal A herauskommt, bei 1000
folglich 500 mal.

Betrachten wir noch einmal den ersten Bohnenfall (und ignorieren alle Formeln).
Wenn man 1000 mal eine Kaffeebohne z6ge, wiirde man 500 mal Sack A erwischen
und 500 mal Sack B.

Im Sack A sind 2 von 8 Bohnen von der Sorte Robusta (25%, P(A) = 0,25). Dies
bedeutet, von den 500 Versuchen erwischt man vermutlich in einem Viertel der Félle

eine Robusta-Bohne: Das macht insgesamt absolut 125 Robusta-Bohnen aus Sack A.

Im Sack B sind 300 von 400 Bohnen von der Sorte Robusta (75%, P(A) = 0,75). Von
den 500 Versuchen dort erwischt man vermutlich also in drei Viertel der Falle eine

Robusta-Bohne: Das macht insgesamt absolut 375 Robusta-Bohnen aus Sack B.
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25 % Robusta: 125 Robusta
50% Sack A: 500 Bohnen
75 % Arabica: 375 Arabica
1000 Bohnen
75 % Robusta: 375 Robusta
50 % Sack B: 500 Bohnen
25 % Arabica: 115 Arabica

Insgesamt hat man 125+ 375 = 500 Robusta-Bohnen erwischt; von denen sind 125
oder ein Viertel aus Sack A, mit anderen Worten: P(A | R) = 0,25.F7

84 Wenn Sie jetzt noch grofie oder krumme Zahlen vermeiden mochten: Betrachten Sie einfach die
einzelnen bedingten Wahrscheinlichkeiten einmal in der Bruchschreibweise, also z. B. statt 25% i,
und multiplizieren Sie die Nenner der einzelnen sich ausschliefenden Wege: Bei Sack A haben sie %
und i (Wahl von Sack A und Ziehen von Bohne); hier reichen 2 -4 Bohnen. Bei Sack B haben sie %
und %, also ebenfalls 8. Sie kénnten also im H&ufigkeitsbild iber 8 Bohnen nachdenken: 4 in Sack A,
davon eine Robusta; vier in Sack B, davon 3 Robusta. Von 4 Robusta-Bohnen also eine (25%) aus

Sack A.
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8.1. Axiome von Kolmogorov

8.2. Folgerungen und Satz von Bayes
8.3. Der Basisratenfehlschluf3

8.4. Der Harvard Medical School Test
8.5. Der Konjunktionsfehlschluf3

8.1. Axiome von Kolmogorov
Annahmen: Seien A und B Aussagen. Dann sind auch die Negation — A, die Konjunk-
tion A A B und die Disjunktion AV B Aussagen. Und{f|

Sind A und B logisch dquivalent, dann ist P(A) = P(B). (AL)
Die Axiomatisierung der Wahrscheinlichkeitstheorie geht auf Andrei Kolmogorovs

Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung von 1933 Zurﬁck@ Es gibt drei Axio-

me:
Axiom 1. Die Wahrscheinlichkeit einer jeden Aussage ist eine reelle Zahl zwischen 0
und 1:

0<PA) <1 (A1)
Axoim 2. Die gewisse Aussage (Tautologie) Q hat die Wahrscheinlichkeit 1:

P(Tautologie) = P(£2) = 1. (A2)
Axiom 3. Die Wahrscheinlichkeit einer Disjunktion abz&hlbar vieler sich ausschlie-
Bender (inkompatibler, unvereinbarer) Aussagen ist gleich der Summe der Wahr-

scheinlichkeiten der einzelnen Aussagen (Additivitét). Aussagen heiflen inkompa-

tibel, wenn sie paarweise inkompatibel sind.
Sind A und B wechselseitig ausschliefiend, dann gilt: P(AV B) = P(A) + P(B). (A3)

Bewundern Sie einen Augenblick die Schénheit des Ganzen. Diese drei Axiome ent-

halten die Wahrscheinlichkeitstheorie. Dabei ist das erste eigentlich willkiirlich (man

85 Dies lieBe sich eigentlich aus den Axiomen beweisen; Michael D. Resnik, Choices: An Introduc-
tion to Decision Theory, Minneapolis & London 1987, S. 50.

86 Andrei Nikolajewitsch Kolmogoroff, Grundbegriffe der Wahrscheinlichkeitsrechnung. Berlin: Ju-
lius Springer, 1933.
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konnte auch Prozent-Angaben verwenden); das zweite sagt nur, wo bei 0 und 1 “oben”
ist und wo “unten”; nur das dritte Axiom, die Additivitét, ist ein spezifischere Aus-
sage (ist aber auch intuitiv plausibel). Dennoch folgen aus diesen drei Axiomen alle

komplexeren Aussagen der Wahrscheinlichkeitstheorie, z. B. der Satz von Bayes.

8.2. Folgerungen und Satz von Bayes

Vorbemerkung: Den Beweisen zu den folgenden Aussagen liegen zwei Arten von ‘Be-
weisideen’ zugrunde: Entweder, man wendet die Axiome A1, A2 und A3 an, oder, man

beginnt mit einer klugen aussagenlogischen Idee (“AL”), wie etwa: “A gdw. Q A A”.

(i) Niitzlicher Zusammenhang:

P(A) =P(AANB)+P(AAN-B). (R4)
Beweis:

P(A) =P(AABV AA-B) AL

=P(AAB)+P(AA—B)n A3

(ii) Komplementire Aussagen haben komplementire Wahrscheinlichkeiten:

P(-A) =1 - P(A). (R4)
Beweis:

P(~A) = P(Q A -A) AL
=P(Q) — P(QA A) R4
=1-P(QAA) A2
=1-P(A) = AL

(iii) Disjunktionen iiberlappender Aussagen:

P(AV B)="P(A)+P(B)—-P(AAB) (R6)
Beweis:
P(AV B) =P(AA-BV—-AABV AN\ B) AL
=PAAN-B) + P(-AAB) + P(AAB) A3
P(AA-B) P(=ANB)
=P(A)—P(AAB) + P(B)—P(AAB) + P(AAB) R3

=P(A)+P(B)~P(AAB) =
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(iv) Definition der bedingten Wahrscheinlichkeit:
P(A|B)="P(AAB)/P(B) | P(B) #0 (RT)
Anmerkung: Die bedingte Wahrscheinlichkeit geniigt ebenfalls den Kolmogorow-
Axiomen: Seien P(B) # 0 und A; und A, einander ausschlieBende Aussagen, so gilt:
0<PA|B) <1
PQ|B) =1
P(ALV Ay | B) = P(A1|B) + P(As| B).

Beweis der letzten Aussage:

P(A1V A | B)="P((A1V A2) A B) / P(B) R7
=P((A1 AB)V (A2 A B)) / P(B) AL
= (P(A1 AB) +P(A2 A B)) / P(B) A3

=P(A1ANB) /P(B) + P(A2 A B)/P(B)

=P(A1|B) + P(A2 | B) = R7
Motivation: Geht man von Zufallsapparaturen aus und den erwartbaren relativen
Haufigkeiten von deren Ausgéngen (wie wir bislang), sind kategorische Wahrschein-
lichkeitsaussagen gut motiviert. Aber man kénnte auch bedingte Wahrscheinlichkeits-
aussagen als basaler oder zentraler betrachten, etwa dann, wenn man bei Wahrschein-
lichkeitsaussagen weniger Zufallsapparaturen denkt als vielmehr an sog. subjektive
Wahrscheinlichkeiten (Aussagen dartiber, fiir wie glaubhaft jemand eine Aussage hélt)
— dann erscheinen kategorische Wahrscheinlichkeitsaussagen oft willkiirlich, bedingte

hingegen nicht (s.u., Vorlesung 10).

(v) Konjunktion/Verbundwahrscheinlichkeit:
P(ANAB) =P(A|B) - P(B) | P(B)#0 (R8)

Beweis: R7.

(vi) Gesetz der totalen Wahrscheinlichkeit: Die ‘totale’ (nicht-bedingte) Wahr-
scheinlichkeit P(A) ergibt aus der bedingten P(A|B) und der ‘bedingenden’ P(B)

als:
P(A) =P(A|B) - P(B) + P(A[=B) - P(-B) | P(B) #0,P(~B) #0 (R9)
Beweis s. Aufgabe. — Dieser Zusammenhang ist durchaus plausibel:

P(Reichtum) = P(Reichtum | Lotto) - P(Lotto) +
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+ P(Reichtum | = Lotto) - P(— Lotto).

Die Wahrscheinlichkeit, reich zu werden, entspricht der Wahrscheinlichkeit, durch eine
Lotterie reich zu werden, insoweit man Lotto spielt, plus der Wahrscheinlichkeit, auf

anderem Wege reicht zu werden, insofern man das Lottospielen 14f3t.

(vii) Logische Folgerung: Folgt A aus B, gilt:

P(B) <P(A) | A folgt logisch aus B (R10)
Beweis:
P(B) = P(B A A) AL
=P(A) — P(AA-B) R3
—_———
<0
<PA) = Al

(viii) Statistische Unabhingigkeit: Die Aussagen A und B sind statistisch unab-
héngig gdw.

P(A| B) = P(A). | P(A) # 0, P(B) # 0 (R11)
Fiir statistisch unabhéngige Aussagen bzw. Ereignisse gilt:

Wenn P(A | B) = P(A), dann P(B | A) = P(B).

Beweis:

P(B|A)=P(BAA)/PA) R7
=P(BAA)/P(A|B) R11
=P(BAA)/(P(ANB)/P(B)) R7
= (P(BAA)/P(AAB))-P(B)
= (P(AAB)/P(AAB))-P(B) AL
=P(B)m AL

(ix) Der Satz von Bayes (Bayes’s Rule): Der sog. Satz von Bayes erlaubt es, viele
Wahrscheinlichkeitsprobleme direkt zu l6sen, ohne immer neu von den elementareren
Satzen auszugehen. Im Rahmen der sog. Bayes’schen Erkenntnistheorie hat er eine

zentrale Stellung (s.u., Vorlesung 10).

Kurze Form: Seien H und E Aussagen und P(F) # 0. Dann gilt:



52 Logik II

P(H | E)="P(H) P(E| H) /P(E) (Satz von Bayes)
Beweis:

P(H | E)=P(HAE) | P(E) R7

=P(ENH)/P(E) AL

=P(H) P(E|H) / P(E) = R7

Léangere Form:

P(H | E)="P(H) P(E|H) / (P(E|H)P(H)+ P(E|-H)P(-H) ) (Satz von Bayes)

P(E) (totale Wahrscheinlichkeit: R9)

Oder noch allgemeiner fiir n wechselseitig ausschliefende gemeinsam ausschépfende
Aussagen (bzw. Ereignisse) H;, i =1,...,n, mit P(H;) # 0:

P(H; | E)=P(H;)-P(E|H;) / >." P(E|H) P(H;) (Satz von Bayes)

8.3. Der Basisratenfehlschlufl

Die Psychologen Amos Tversky und Daniel Kahneman fithrten in den 80er Jahren
folgenden Versuch durch: Sie stellen Probanden folgende Frage:

A cab was involved in a hit and run accident at night. Two cab companies, the Green and

the Blue, operate in the city. You are given the following data:
(a) 85% of the cabs in the city are Green and 15% are Blue.

(b) a witness identified the cab as Blue. The court tested the reliability of the witness
under the same circumstances that existed on the night of the accident and concluded
that the witness correctly identified each one of the two colors 80% of the time and failed
20% of the time.

What is the probability the the cab involved in the accident was Blue rather than Green?

Die meisten vermuten, dafl es wahrscheinlich ein blaues Taxi gewesen sei. Es ist aber

(etwas) wahrscheinlicher, daf} ein Taxi der Firma Green den Unfall gebaut hat:
P(Blue) = 0, 15.

P(—Blue) = P(Green) = 0, 85.

(
(

P(“Es war blau!” | Blue) = 0, 8.

P(“Es war blau!” | = Blue) = P(“Es war blau!” | Green) = 0, 2.
(

P(Blue | “Es war blau!”) =

87 Vgl. Daniel Kahnemann et al. (edd.), Judgment under Uncertainty: Heuristics and Biases.
Cambridge 1982, S.156-157.
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_ ‘P(Blue) - P(“Es war blau!” | Blue)
" P(“Es war blau!” | Blue) P(Blue) 4+ P(“Es war blau!” | =Blue) P(-Blue)
0,15-0.8
0,15-0.8 + 0,85 - 0,2

3 .4 12
_ 20 ' 5 _ 100 _ 12
~ 3 4 17 1 12 17— 29"
20°'51T20°5 100 T 100

Der Name “Basisraten-Fehlschluf” (base-rate fallacy) stammt daher, daf§ Tversky und
Kahneman behaupteten, Leute ignorierten die sog. Basisrate, d. h. die Informationen
iiber die Haufigkeiten der beiden Taxi-Firmen: P(Blue) und P(Green).

8.4. Der Harvard Medical School Test

Eine weitere berithmte Anwendung des Satzes von Bayes liegt in der Interpretati-
on der Ergebnisse von diagnostischen Tests in der Medizin. Unter der Sensitivitét
(sensitivity) eines diagnostischen Test versteht man dessen Féhigkeit, eine Krankheit
anzuzeigen (also ein ‘positives’ Testresultat zu geben, wenn jemand eine bestimmte
Krankheit hat). Eine hohe Sensitivitit ist allein nicht genug fiir einen aussagekrif-
tigen Test: Ein Test, der immer ‘positive’ Testergebnisse liefert, wiirde alle Kranken
identifizieren, aber auch alle Gesunden. Daher verwendet man noch ein zweites Test-
charakteristikum, die Spezifizitét (specificity) des Tests; sie bezeichnet die Fahigkeit,
Gesunde zu identifizieren, also ein ‘negatives’@ Testergebnis zu liefern, wenn ein Pa-

tient die jeweilige Krankheit nicht hat.

Aber auch ein positives Testergebnis eines Tests mit hoher Sensitivitdt und hoher
Spezifizitat ist nicht eindeutig zu interpretieren: In den 70er Jahren stellten W. Cas-
scells, A. Schoenberger und T. B. Graboys 60 Angestellten und Studenten der Harvard
Medical School folgende Frage:

If a test to detect a disease whose prevalence is 1/1000 has a false positive rate of 5%,
what is the chance that a person found to have a positive result actually has the disease,

assuming you know nothing about the person’s symptoms or signs?

Eine “false positive rate” von 5% bedeutet, dafl der Test nur in 5% der Falle bei
Gesunden ein positives Ergebnis liefert, also eine hohe Spezifizitdt hat. “Prevalence”

(Pravalenz) bezeichnet die Verbreitung einer Krankheit in einer Bevolkerung.

Fast die Halfte der Teilnehmer gaben die Antwort 95%; nur 11 Teilnehmer gaben die
‘korrekte’ (vergleiche aber die Anmerkung unten) Antwort: Aufgrund der geringen

Verbreitung der Krankheit ist ein positives Testergebnis héchstwahrscheinlich (2%)

88 Die Ausdriicke ‘positiv’ und ‘negativ’ stehen hier in Anfiihrungszeichen, da sie zu Verwechslun-
gen einladen: Ein ‘positives’ Testergebnis ist fiir den Patienten natiirlich nicht erfreulich.

89 W. Casscells, A. Schoenberger & T.B. Graboys: Interpretation by Physicians of Clinical Labo-
ratory Results. New England Journal of Medicine 299 (18), 1978, S.999-1001; hier S.999.
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ein falsch-positives:

1 positives Testergebnis (‘richtig positive’)
1 krank

0 negative Testergebnisse
1001 Leute
50 positive Testergebnisse (‘falsch positive’)
1000 gesund {
950 negative Testergebnisse

Auch hier kénnte man sagen, das Problem bestehe darin, die ‘Basisrate’ (hier: die
Privalenz) zu vernachlissigen. (Anmerkung: Die Préivalenz sollte freilich nur dann
mit der Basisrate gleichgesetzt werden, wenn die Patienten ‘zuféllig’ aus der Bevol-
kerung gewéahlt sind — dies sind Patienten selten (man geht ja nicht ohne Anlafl zum
Arzt). DaBl wir nichts naheres iiber Symptome oder Krankheitsanzeichen wissen, stellt

jedenfalls nicht sicher, dafl die Auswahl ‘zufillig’ ist.)

8.5. Der Konjunktionsfehlschluf3 (das “Linda problem”)

Die Psychologen Amos Tversky und Daniel Kahneman fithrten in den 80er Jahren

auch folgenden Versuch durch (das sog. “Linda problem”):

Linda is 31 years old, single, outspoken and very bright. She majored in philosophy. As
a student, she was deeply concerned with issues of discriminiation and social justice, and
also participated in anti-nuclear demonstrations.

Linda is a teacher in elementary school.

Linda works in a bookstore and takes Yoga classes.

Linda is active in the feminist movement. (F)

Linda is a psychiatric social worker.

Linda is a member of the League of Women Voters.

Linda is a bank teller. (T)

Linda is an insurance salesperson.

Linda is a bank teller and is active in the feminist movement. (T&F)

A group of 88 undergraduates at [University of British Columbia] ranked the eight state-
ments ... by “the degree to which [Linda] resembles the typical member of that class.”
... More surprising and less acceptable is the finding that the great majority of sub-
jects also rank the conjunctions (... T&F) as more probable than their less representative
constituents (... T).”m

90 Amos Tversky & Daniel Kahneman: Extensional Versus Intuitive Reasoning: The Conjunction
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Frage: Warum finden Tversky und Kahneman dies tiberraschend und nicht hinnehm-
bar?

Fallacy in Probability Judgment. Psychological Review 90 (4), 1983, S.293-315; hier S.297. Verglei-
chen Sie die Bemerkungen bei Hacking, S. 66.
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9.1. (Frithe) Anwendungen der Wahrscheinlichkeitstheorie

Im 18. und 19. Jahrhundert findet sich kaum eine (mathematische) Darstellung oder
Abhandlung der Wahrscheinlichkeitstheorie, in der diese nicht auch durch ihren Nut-
zen bei der Beurteilung von Féllen motiviert wiirde, die in der Praxis wichtig sind.
Der Mathematiker Pierre-Simon de Laplace etwa betrachtet in seinem Philosophischen
Versuch iiber Wahrscheinlichkeiten (1814)@ auch Erwartungswerte (s.u.@ sowie als
Anwendungen u. a. Gliicksspiele, die Glaubhaftigkeit sog. testimonialen Wissens
(d.i. des Wissens, das nicht durch Erfahrung oder Nachdenken erworben ist, sondern
auf Aussagen anderer Menschen beruht) und Wahlen sowie die Wahl der geeigneten

Grofle von Gerichtshofen.

Ein vielfach diskutiertes Beispiel betrifft die Frage der Glaubhaftigkeit von Berichten
iiber aulergewthnliche Ereignisse oder Tatsachen, und besonders die von Berichten
iitber Wunder; viele beziehen sich dabei ausdriicklich auf David Humes Behandlung
dieser Frage in Of Mimcles Hume hatte behauptet (sinngeméf}), Wunder seien (de-
finitionsgemif) sehr unwahrscheinlich, und Wunderberichte seien unglaubhaft, aufer,

daf} die Berichte falsch sind, wére das grofere Wunder (noch unwahrscheinlicher).

Charles Babbage gibt folgende Analyse (Nineth Bridgewater Treatise, 1837, Ch. 10,

91 Pierre-Simon Laplace, Essai Philosophique sur les Probabilités, Paris 1814; eigentlich eine Ein-
fuhrung zur Théorie Analytique des Probabilités von 1812. Im folgenden zitiert nach der Ausgabe:
Pierre-Simon Laplace, Philosophical Essay on Probabilities: Translated from the fifth French edition
of 1825 (ed. Andrew Dale). New York 1995.

92 TIbid., S.11-14: On expectation.

93 David Hume, Of Miracles, in id., An Enquiry Concerning Human Understanding (ed. Tom
Beauchamp). Oxford 1999 [1748].
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bes. S.128-132):

Die Wahrscheinlichkeit, daf3 jemand von den Toten aufersteht, betrage 200.000.000.000

zZu 1@

Es gebe Zeugen, A und B, einer Auferstehung, die nur in 1 von 100 Féllen liigen.
Die Zeugen seien unabhéngig voneinander.
Dann ergebe sich:

99 x 99 = 9801 cases in which A and B agree in truth,

1 x 99 = 99 cases in which B is true and A false,
99 x 1 = 99 cases in which a is true and B false,
1 x 1 = 1 case in which A and B agree in a falsehood.

10,000 cases.

Wenn beide Zeugen also iibereinstimmen, dann nur in 1 von 10000 Fallen, wenn beide
liigen: “It follows, then, that the improbability of the falsehood of the concurring
testimony of only siz such independent witnesses, is already five times as great as
the improbability against the miracle of a dead man’s being restored to life, deduced

from Hume’s method of estimating its probability solely from experience.”@

Die Betrachtung von Babbage illustriert einige interessante Punkte: (i) Die Méchtig-
keit von mehreren statistisch unabhingigen Ereignissen oder Aussagen (vgl. Sie
die Abschnitte 6.4 und 7.4). (ii) Man muf} sich schon fragen, woher eigentlich die
Wahrscheinlichkeitsaussagen in der Pramissen kommen (etwa die Glaubhaftigkeit
der Zeugen). (iii) Und man muB sich immer fragen, ob das Wahrscheinlichkeitsmo-
dell eigentlich stimmt (findet man wirklich 6 unabhéngige Zeugen eines Ereignisses?
Man konnte ja auch andersherum argumentieren und sagen, dafl sich 6 Zeugen in so

einer Frage einig sind, spricht dafiir, dafl sie eben nicht unabhingig sind)@

9.2. Entscheidungen und Entscheidungstheorie

Wir wenden uns Handlungen zu. Diese werden in der Entscheidungstheorie
(decision theory)m untersucht, die man nach der Ausgangsfrage in zwei Bereiche
unterteilt: Die deskriptive Entscheidungstheorie untersucht, wie Menschen tat-

sdchlich handeln. Die normative Entscheidungstheorie untersucht hingegen, wie

94 Namlich 1/20(100)® (ibid., S. 131).

95 Ibid., S.131.

96 Vgl. zu den Modellen C. Menke, Der Nutzen probabilistischer Modelle testimonialen Wissens,
in: C. Spoerhase et al. (edd.), Unsicheres Wissen. Skeptizismus und Wahrscheinlichkeit 1550-1850.
Berlin/New York 2009, S.301-316.

97 Vgl. Hacking, ch. 8-10. Eine gute Darstellung und Diskussion der Entscheidungstheorie mit
Schwerpunkt auf philosophischen Fragestellungen gibt auch Michael D. Resnik, Choices: An Intro-
duction to Decision Theory, Minneapolis/London 1987.
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Menschen rationalerweise handeln sollten — gemeint ist damit: zweckrational, d. h.
so, dafl man am ehesten bekommt, was man will. (Diesen Ansatz mufl man nicht fiir
zwingend halten: Ein Mensch mit moralischem Empfinden kénnte gut Handlungen
bevorzugen, die — scheinbar — zu seinem Nachteil sind. Aber man kénnte auch sagen,
ein solcher Mensch sei einfach nicht-eigenniitzig, und wolle etwas anderes als ein Ego-
ist, und um dies zu erreichen, solle er oder sie sich dann eben doch (zweck-)rational

verhalten.)

Deskriptive und normative Entscheidungstheorie sind nicht unabhéngig voneinander:
Nur weil Menschen nicht immer zweckrational handeln, gibt es ja tiberhaupt eine
normative Entscheidungstheorie (sonst wére sie tiberfliissig); und Wissen dariiber,
wie Menschen tatséichlich handeln, kann wichtig sein fiir die Frage sein, wie man
selbst handeln sollte. (Beispiele?)

Der Ansatz der Entscheidungstheorie ist: Handlungen haben (sichere oder wahr-
scheinliche oder aber unberechenbare) Folgen, und diese Folgen sind gut oder schlecht:

sie haben einen Wert oder Nutzen:

Handlung — Folgen — Wert/Nutzen.

Sprachgebrauch: In der Entscheidungstheorie spricht man i.d. R. von Entscheidun-

gen von Akteuren (agents).

Entscheidungen. Eine kurze Ubersicht zur Einordnung: Man unterscheidet in der
Entscheidungstheorie zwischen Entscheidungen unter Sicherheit (decision un-
der certainty) — wenn die Folgen des Handelns bekannt (vorhersagbar) sind, Ent-
scheidungen unter Risiko (decisions under risk) — wenn die Wahrscheinlich-
keiten der Folgen der jeweiligen Handlungen bekannt sind — und schliellich Ent-
scheidungen unter Ungewif3heit (decision under ignorance/uncertainty) —
wenn die Wahrscheinlichkeiten unbekannt sind oder nicht sinnvoll angebbar sind. Im
letzten Fall spricht man oft ‘Knightscher Ungewi8heit’ (Knightian uncertainty), nach
dem Okonomen Frank Knight, der 1921 in Risk, Uncertainty and Profit zwischen
Uncertainty und Risk begrifflich unterschieden hatte@ Fiir uns sind im Kontext der

Wahrscheinlichkeitstheorie besonders Entscheidungen unter Risiko interessant.

98 Frank Knight war ein amerikanischer Okonomen und Mitbegriinder der Chicago School. In
Risk, Uncertainty and Profit heif3t es:

“But Uncertainty must be taken in a sense radically distinct from the familiar notion of Risk,
from which it has never been properly separated. [...] It will appear that a measurable uncertainty,
or ‘risk’ proper, as we shall use the term, is so far different from an unmeasurable one that it is not
in effect an uncertainty at all” Frank Knight, Risk, Uncertainty and Profit. Boston/New York 1921,
S.19-20; Hervorhebung im Original.
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Sicherheit (Wahrscheinlichkeiten = 1)
Entscheidungen unter { Risiko (Wahrscheinlichkeiten bekannt)

Ungewiflheit (Wahrscheinlichkeiten unbekannt)

Abb.9.1. Frank Knights Klassifikation von Entscheidungen (1921).

9.3. Die Logik von Port Royal

Ein klassisches Lehrbuch der neuzeitlichen Logik ist die sog. Logique de Port Roy-
al (1662) von Antoine Arnauld und Pierre Nicole; der eigentliche Titel ist La logique
ou lart de penser Der Ansatz hier ist (wie man heute sagen wiirde) ‘psychologisch’
— behandelt wird “die Kunst, seine Vernunft gut zu leiten”. In der Logik von Port Roy-
al findet sich die klassische Untergliederung logischer Abhandlungen: Sie behandelt
1. Begriffe, 2. Urteile, 3. Schliisse/ Argumente und 4. Methodenlehre. Das letzte (16.)
Kapitel des 4. Teils behandelt “Urteile, die wir hinsichtlich zukiinftiger Ereignisse
treffen sollten”. Darin stellen Arnauld und Nicole fest, dafl Menschen sich mit Blick
auf Ereignisse, an denen sie beteiligt sind und die sie mit Hoffnungen oder Angsten
verkniipfen, vielfach falsch beurteilten: Sie betrachteten allein den moglichen Nutzen
oder Schaden, nicht aber die Wahrscheinlichkeit, mit der diese eintraten: sie griffen zu
allen Vorsichtsmafinahmen, um Leben und Vermogen zu sichern, und spielten Lotto

mit Blick auf den moglichen hohen Gewinn.

Ein faires Spiel bestimmen Arnauld und Nicole als eines, in welchem sich Einsatz
und Gewinnerwartung die Waage hielten, in dem Sinn, dafl man eigentlich (langfri-
stig) nicht erwarten kann, etwas zu gewinnen oder zu verlieren: Setzen 10 Personen
jeweils eine Krone ein, und einer der Spieler gewinnt alles, kann zwar jeder 9 Kro-
nen gewinnen (Nutzen), aber es sei auch neun mal wahrscheinlicher, zu verlieren als
zu gewinnen. — Diesen Ansatz der Logik von Port Royal verfolgt und erweitert die

Entscheidungstheorie.

9.4. Nutzen und Erwartungswerte

Kennt man die Wahrscheinlichkeiten (oder glaubt sie zu kennen), mit denen bestimm-
te Folgen (Konsequenzen) einer Handlung eintreten, und hat eine Meinung dazu, wie
gut oder schlecht man diese findet — wie grofi deren Wert oder Nutzen (utility) ist
—, dann kann man den Erwartungswert (expected value) folgendermaflen bestim-

men:

Erwartungswert (Handlung) = P(Folgen | Handlung) - Wert (Folgen),

99 Nach Port Royal des Champs, einem Frauenkloster des Zisterzienserordens bei Versailles, dessen
Abtissin, Anqgélique Arnauld, die Schwester Antoine Arnaulds war.

100 Antoine Arnauld, Pierre Nicole, Logic or the Art of Thinking (ed. Jill Buroker). Cambridge
1996. Die Ubersetzungen folgen (frei) dieser Ausgabe.
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oder, mit den Abkiirzungen E(H) fiir den Erwartungswert einer Handlung und U (F)

fiir den Nutzen einer Folge der Handlung:
EH)=P(F|H) -U(F).

Hat eine Handlung mehrere verschiedene Folgen (ohne ‘Uberlappungen’), summiert

sich deren erwarteter Wert:
E(H) =), P(Fi| H) U(F).

Diese Definition ist sehr geradeheraus und und sollte auch mathematisch keine Schwie-
rigkeiten aufwerfen. Damit 148t sich die Bestimmung eines fairen Spiels der Logik von
Port Royal formal fassen: Ein faires Spiel ist eines, in dem der Erwartungswert des

Gewinns dem Einsatz entspricht.

9.5. Das St. Petersburg-Spiel

Das St. Petersburg-Spiel ist das folgende: Eine faire Miinze wird geworfen, solange, bis
sie auf KOPF landet. Geschieht dies beim ersten Wurf, erhalten Sie 2 EUR; geschieht
dies beim zweiten Wurf, erhalten Sie 4 EUR; geschieht dies beim dritten Wurf, erhalten
Sie 23 EUR, und so weiter. Féllt KOPF beim n-ten Wurf, erhalten Sie 2" EUR.

Was wére der faire Preis, um bei diesem Spiel mitzuspielen?
x /1 1 1Y
E(St. Petersb.-Spiel) = > (ﬁ) 2' EUR + (?) 2°BUR +...+ (2—) 2' EUR = co EUR
i=1

1 EUR 1 EUR 1 EUR

Kurz: Jeder Preis sollte Thnen recht sein! (Sollte er vermutlich nicht.) Irgendetwas
stimmt bei diesem sog. St. Petersburg-Paradox nicht. (Als Paradox oder Para-
doxon bezeichnet man eine Menge jeweils fiir sich plausibler, aber gemeinsam unver-
triglicher Aussagen.) Aber eine allgemein akzeptierte ‘Losung’ (was ein fairer Preis

wére, bzw. worin genau iiberhaupt das Problem besteht) gibt es leider nicht:

(i) Vielleicht ist fiir solche Félle einfach kein Erwartungswert definierbar. (Aber warum
nicht?)

(ii) Oder es findet sich in der wirklichen Welt keine Bank, die genug Geld hétte, um das
St. Petersburg-Spiel zu finanzieren? (Aber 20 Runden konnte eine Bank finanzieren;
dies wiren EUR 1.048.576. Wire dies ein fairer Einsatz?)

(iii) Oder das Problem besteht darin, dafi der sog. Grenznutzen abnimmt: Irgend-
wann, wenn man viel Geld hat, hat noch mehr Geld wenig zusétzlichen Wert. Vielleicht
wird der Wert sogar negativ (man muf das Geld verwalten und sichern). (Aber beides

gilt kaum bei den ersten 20 Runden.)[!

101 Vgl. zu diesem Losungsversuchen Hacking, S.91-94; Resnik, S. 107-109.
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9.6. Die Bayes’sche Regel

Die Definition der erwartbaren Nutzens 148t sich nun verwenden, um zu helfen zu
entscheiden, welche von mehreren Handlungsoptionen man “rationalerweise” wahlen
sollte: Wiahle die Handlung, die den grofiten Nutzen verspricht — die mit
dem héchsten Erwartungswert. Diese Entscheidungsregel wird (verwirrenderwei-

se) als Bayes’sche Regel (Bayes’s rule) bezeichnet.
Sie haben EUR 100 fir ein Jahr anzulegen, und genau zwei Anlagemoglichkeiten.

Handlung A: Eine Anlage in Kommunalobligationen verspricht eine jahrliche Rendite von

2%.

Handlung B: Eine Anlage in den Cosmic Energy Dynamics 2000-Fonds verspricht eine
Rendite von 2,5 % nach einem Jahr, wenn wenn es keine Anderung der Gesetzgebung gibt;
sonst kann man nur mit Gewinnen von 1% rechnen (verspricht IThnen Ihr Finanzberater).
Eine Anderung der Gesetzgebung scheint Thnen aber nicht sehr wahrscheinlich (20 %).

E(A) = P(Rendite | Obligationen) - (2 %-Rendite) = 102 Euro.

100 % 102 Euro

E(B) = P(Rendite | Fond) - (2,5 %-Rendite) + P(keine Rendite | Fond) - (keine Rendite)

80 % 102,5 Euro 20 % 100 Euro

=0,8-102,5 Euro 4+ 0,2 - 100 Euro = 82 Euro + 20 Euro = 102 Euro.

Es ist also gleich, was Sie im diesem Fall tun (jedenfalls was den Erwartungswert
betrifft). Viele Menschen wiirden freilich, vor eine solche Wahl gestellt, der Anlage
in Kommunalobligationen (als festverzinslichen Wertpapieren) den Vorzug vor einem

Aktieninvestment geben — sie sind risikoscheu oder (vornehmer) risikoavers (s.u.).

9.6. Das Allais-Paradoxon

Das sog. Allais-Paradoxon wurde 1953 von dem Okomomen Maurice Allais formu-
liert@ Es besteht aus zwei Entscheidungen; gezeigt werden soll, da3 die beiden in
den jeweiligen Situationen scheinbar besten Entscheidungen miteinander entschei-
dungstheoretisch unvertriglich sind (d. h.: die erste Entscheidung ist falsch, oder die

zweite, oder die Entscheidungstheorie ist falsch — oder mehreres davon).

Entscheidung I: Welches der beiden Spiele, P oder P’, wiirden Sie bevorzugen?

P: Sie erhalten 500.000 francs mit 11 %-iger Wahrscheinlichkeit, mit 89 %iger Wahr-
scheinlichkeit aber nichts. — Oder:

P’: Sie erhalten mit 10 %-iger Wahrscheinlichkeit 2.500.000 francs, sonst (90 %) aber

102 Maurice Allais, Le Comportement de "homme rationnel devant le risque: critique des postulats
et axiomes de ’école Américaine. Econometrica 21 (4), 1953, S.503-546. Allais gewann 1988 den
Alfred-Nobel-Gedéchtnispreis fir Wirtschaftswissenschaften der Schwedischen Reichsbank fiir “his
pioneering contributions to the theory of markets and efficient utilization of resources”.
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nichts.

Die meisten wahlen P’ — sie bevorzugen einen moglichen hoheren Gewinn. Die Wahl

ergibt vor dem Hintergrund der Bayes’schen Regel Sinn:
E(P) = 0,11 - 500.000 fr. = 55.000 fr.
E(P") = 0,10 - 2.500.000 fr. = 250.000 fr.

Entscheidung IT: Welches der beiden Spiele, Q oder @', wiirden Sie bevorzugen?
Q: Sie erhalten 500.000 francs sicher (100 %). — Oder:

Q': Sie erhalten mit 10 %-iger Wahrscheinlichkeit 2.500.000 francs, oder mit 89 %-iger
Wahrscheinlichkeit 500.000 francs, sonst (1 %) aber nichts.

Hier wahlen die meisten ) — sie bevorzugen einen sicheren Gewinn. Aber:
E(Q) = 500.000 fr.
E(Q') = 0,1 -2.500.000 fr. 4+ 0, 89 - 500.000 fr. = 695.000 fr.

Dies widerspricht aber der Bayes’schen Regel.

Man kann das Paradoxon noch klarer herausarbeiten. Wir betrachten eine Lotterie

mit 100 Losen (wir wechseln wieder zu Héufigkeiten):

Spiel P oder P’ Spiel Q oder Q'
Lose 1-89 0 0 5 5
Los 90 5 0 5 0
Lose 91-100 5 25 5 25

Abb. 9.2. Savages Behandlung des Allais-Paradoxons (vgl. Savage 1972, S.103).

Da die Zeile 1 (Abb. 9.2) in beiden Entscheidungen jeweils die selben Eintridge hat
(5 bzw. 0) hat, sollte sie fiir die Wahl in keiner der beiden Situationen eine Rolle
spielen. Da die Zeilen 2 und 3 aber in beiden Entscheidungssituationen identisch sind,
sollte dann die Entscheidung in beiden Fillen dieselbe sein! (Man konnte also sagen:
Es liegt nicht einfach ein Verstofl gegen die Bayes’sche Regel vor, sondern eine tiefere

Inkonsistenz der Bewertung.)

Was kann der Grund fiir die Bevorzugung von @ gegeniiber Q)" sein? Zwei klassische

Antworten:

(i) Menschen sind risikoscheu: “Lieber den Spatz in der Hand als die Taube auf

dem Dach.”@ Dafiir spricht einiges: Eine Interpretation des hoheren erwartbaren

103 Englische Entsprechung: “A bird in the hand is worth two in the bush.” Die Zahl ist willkiirlich;
vgl. “Capta auis est melior quam mille in gramine ruris.”
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Werts eines Aktieninvestments gegeniiber etwa festverzinslichen Anleihen (oder Spar-
biichern) interpretiert diesen als Risiko-Pramie — als Ausgleich dafiir, dafl Aktien im
Wert stérker schwanken (‘volatiler’ sind), s.h. ein grofieres Risiko mit sich bringen.
— Ein Grund koénnte sein, dal Menschen ein Verlust meist mehr drgert, als sie ein

gleichgrofler Gewinn freut (wie man auch empirisch festgestellt hat).

(ii) Oder das Allais-Paradoxon zeigt (wieder einmal), dafi Menschen nicht so gut darin
sind, mit Wahrscheinlichkeiten umzugehen: Es wére kliiger (‘rationaler’), wiirde man
bei der zweiten Entscheidung die Wahl @’ treﬂen@

9.7. Grenzen der Entscheidungstheorie

Stellen wir uns zunéichst auf den Standpunkt der normativen Entscheidungstheo-
rie. Menschen machen Dummbheiten, und die Entscheidungstheorie soll helfen, Ent-
scheidungssituationen zu analysieren und bessere Entscheidungen zu treffen. Dann ist
es ein guter Ansatz, den Erwartungswert einer Handlung zu errechnen (auch wenn der
nicht immer hilft, wie beim St. Petersburg-Spiel), und die Handlung mit dem gro-
ten Nutzen zu wihlen (Bayes’sche Regel). (Die Bayes’sche Regel macht man oft zum
Kriterium (zweck-) rationalen Verhaltens: Nur das Verhalten sei rational, das dieser
Regel gehorcht.)

Es gibt aber Falle, in denen der Erwartungswert zweier Handlungsalternativen iiberein-
stimmt, und doch nicht gleich ist, welche Handlung man bevorzugen sollte (Obliga-
tionen vs. Fonds) — jedenfalls dann, wenn man den Wert bzw. Nutzen der Handlungs-
folgen allein am Geld festmacht, und die Volatilitit (Streuung der Gewinnerwartung)
nicht berticksichtigt. (Dies ist konsequent, denn der Erwartungswert berechnet ja ge-

zielt gerade den erwartbaren Gewinn.)

Man koénnte nun sagen: Wenn jemand sich mit dem Risiko eines Verlustes (bei glei-
chem Erwartungswert) nicht anfreunden kann, zeigt dies einfach, dafl Sicherheit fiir
diese Person einen Eigenwert hat — ein Wert an sich ist — und entsprechend ist es
(zweck-) rational, in solchen Fillen die sichere Anlage zu bevorzugen (oder sogar
eine sicherere mit geringerem Erwartungswert). Aber dann lauft man Gefahr, daf§
das Bayes-Kriterium seine Aussagekraft verliert, weil jede Entscheidung einfach die

subjektiven Wertpréferenzen abbildet (niemand handelt ja wissentlich zum eigenen

Schaden?) @

104 Dies war das Ergebnis der Uberlegungen des Statistikers Leonard Savage (Leonard Savage, The
Foundations of Statistics. New York 1954; 2nd ed. 1972, S.101-103; vgl. Hacking, S.110-11).

105 Dies muB aber auch wieder nicht allgemein gelten; vgl. L. Savages Anmerkung zum Allais-
Paradoxon: Insofern Praferenzen subjektiv seien, kénnten sie natiirlich nicht tduschen oder falsch
sein; “but in a different, more subtle way they can be [in error]. [...] A man buying a car for $2,134.56
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Vom Standpunkt der deskriptiven Entscheidungstheorie stellen sich &hnliche
Probleme. Wir suchen ein Modell menschlichen Handelns, und erklidren die Wahl einer
Handlung mit Bezug auf zwei Gréfen: die Uberzeugungen des Akteurs und dessen
Werten (oder Priferenzen: relativen Bewertungen). Aus beiden berechnet man den
Erwartungswert, und das Modell sagt voraus, dafl Menschen die Handlung wéhlen,

die den Erwartungswert maximiert (Bayes’sche Regel).

Nimmt man allein monetiren Eigennutz als Wert oder Ziel an (“We’re Only in It
for the Money” — macht das Modell klare Voraussagen, aber viele Handlungen
erscheinen irrational (nicht zweck-rational): Menschen sind risikoavers, altruistisch,
drgern sich mehr iiber Verluste, als sie sich iiber gleichhohe Gewinne freuen, bewerten

Gewinne nicht immer gleich (abnehmender Grenznutzen).

All diese Faktoren kénnte man wiederum einbeziehen, indem man die Nutzenfunk-
tion dndert. Aber dann lauft man wiederum Gefahr, dafl das Bayes-Kriterium seine
Aussagekraft verliert, weil jede Entscheidung einfach die subjektiven Wertpréferenzen
abbildet.

is tempted to order it with a radio installed, which will bring the totel price to $2,228.41, feeling that
the difference is triffling. But, when he reflects that, if he already had the car, he certainly would
not spend $93.85 for a radio for it, he realizes that he has made an error.” (Leonard Savage, The
Foundations of Statistics. New York 1954; 2nd ed. 1972, S.103)

106 The Mothers of Invention/Frank Zappa, 1968.
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11.1. Explikationen von “Wahrscheinlichkeit’

Die Aussage ‘Der Wiirfel ist fair’ bedeutet, daf jede Seite gleichwahrscheinlich gewor-
fen wird und dafl die Wiirfe unabhéngig sind. Eine 4 oder 5 fallt mit der Wahrschein-
lichkeit 2/6: Wahrscheinlichkeit ist das Verhéltnis der giinstigen zu den moglichen
Ausfillen. Dies ist die sog. klassische oder Laplace’sche Definition von Wahrschein-

lichkeitsaussagen.

Sie bietet sich fiir Wiirfelexperimente an: Die Wahrscheinlichkeit jedes einzelnen sog.
Elementarereignisses — die sog. Apriori-Wahrscheinlichkeit —ist bekannt (mufl bekannt
sein), es gibt endlich viele mogliche Ausfille eines Experiments (ein Wiirfel hat endlich
viele Seiten), und alle sind gleichwahrscheinlich. — Ist ein Wiirfel aber nicht fair, ist

diese Explikation nicht anwendbar.

Die statistische Wahrscheinlichkeitsauffassung (auch relative Haufigkeitsinter-
pretation oder verkiirzt Haufigkeitsinterpretation) geht auf die Mathematiker John
VennlE und Richard von MisesE zuriick. Nach von Mises’ sog. Limes-Definition
von Wahrscheinlichkeit ist die Wahrscheinlichkeit eines Ereignisses (Ausfalls) A der
Grenzwert von dessen relativer Haufigkeit bei unendlich vielen Wiederholungen. Wenn
der Ausfall A bei n Versuchen n 4 mal auftritt, ist

P(A) = lim “2.

n—oo M
Vorziige: (1) Diese Explikation 148t sich auch auf gezinkte Wiirfel anwenden. (2) Man
muf} die Apriori-Wahrscheinlichkeiten nicht kennen: Man kann mit einem gezinkten

Wiirfel sehr oft wiirfeln und die Apriori-Wahrscheinlichkeiten schdtzen (“schitzen” ist

123 John Venn, The Logic of Chance. London: MacMillan, 1876.
124 Richard von Mises, Wahrscheinlichkeit Statistik und Wahrheit. Wien: Springer, 3 1951.
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hier ein Fachbegriff: es gibt eine Schétztheorie), wenn die Verteilung sich stabilisiert.
— Einige Probleme seien genannt: (3) Der Sinn einer Wahrscheinlichkeitsaussage iiber
ein einzelnes Experiment ist unklar. (4) Es gibt keine Wiirfel, mit denen man unendlich
oft werfen konnte. Und selbst wenn: (5) Eine Aussage iiber langfristige Haufigkeiten
ist oft nicht hilfreich, wie John M. Keynes bemerkte: “In the long run we are all
dead.” (6) Gar keinen Sinn scheint es zu ergeben, iiber eine “wahrscheinlich richtige

Erklarung” eines Phénomens zu sprechen.

Daneben gibt es die personelle oder subjektive Interpretation von Wahrschein-
lichkeitsaussagen (personal, subjective oder Bayesian probability), die Wahr-
scheinlichkeitsaussagen (“Die Niederschlagswahrscheinlichkeit betragt 90 %”) als Aus-
sagen iiber einen bestimmten Grad der Uberzeugung (degree of belief) begreift,
den jemand hinsichtlich einer Aussage hat. Wesentlich beférdert haben diese Auffas-

sung Bruno de Finetti und Frank Ramsey Mitte des vergangenen JahrhundertsFE

Man spricht oft von Theorien der Wahrscheinlichkeit, so als sei nur eine haltbar oder
sinnvoll. Wir sprechen hier einfach von verschiedenen Auffassungen von Wahrschein-
lichkeitsaussagen. Die statistische Auffassung von Wahrscheinlichkeitsaussagen fiigt
sich gut zu objektiven oder physikalischen Wahrscheinlichkeiten (chance):
Wahrscheinlichkeitsaussagen sind demnach (stets oder vornehmlich) Aussagen tiber
die Welt, die von Wahrscheinlichkeiten durchdrungen ist (Gliicksspiele, Atomzerfille).
Die personelle Auffassung von Wahrscheinlichkeitsaussagen pafit gut zu subjektiven
Wahrscheinlichkeiten (credence): Demnach liegt der Sinn von Wahrscheinlich-
keitsaussagen (stets oder vornehmlich) darin, da8 wir nicht genug {iber die Welt wis-

sen: Die Welt ist, wie sie ist, aber wir sind uns unsicher.

Aber natiirlich kann man die Frage nach der Bedeutung von Wahrscheinlichkeits-
aussagen von der nach der ‘Natur’ der Wahrscheinlichkeit unterscheiden, und beide
anders verbinden: So kénnte ich (personell) an objektive Wahrscheinlichkeiten glauben

(etwa recht fest iiberzeugt sein, dafi ein Wiirfel fair ist, oder dafl die Quantenmechanik

stimmt) @

125 John Maynard Keynes, Tract on Monetary Reform. London: MacMillan & Company 1923,
S. 80, tiber die Zusammenhinge zwischen Geldmenge in Inflation: “Now ‘in the long run’ this is
probably true [...] But this long run is a misleading guide to current affairs. In the long run we are
all dead.” (Hervorheungen im Original)

126 Eine Ubersicht iiber die Entwicklung geben Henry E.Kyburg, Jr., Howard E.Smokler, Intro-
duction, in: id. edd. Studies in Subjective Probability. New York: Robert E.Krieger, 2 1980, S. 3-22.
— Die Bezeichnung ‘personelle Wahrscheinlichkeit’ geht auf den Statistiker Leonard Savage zurtick.

127 Ob es iiberhaupt Wahrscheinlichkeiten in der Welt gibt, ist eigentlich eine gesonderte Frage.
Vielleicht gibt es keine: Ein Randomisier-Programm auf einem Computer jedenfalls erzeugt keine zu-
falligen, sondern einfach schwer vorhersagbare Ausgiange. Auch ein Wiirfel nicht (wir kénnen vielleicht
nicht vorhersagen, wie er fillt, aber vielleicht liefle sich das mit einem sorgfaltigen Experiment-Aufbau
beheben). Die besten Kandidaten fiir echte Wahrscheinlichkeiten sind wohl die der Quantenmechanik,
etwa die Wahrscheinlichkeit, daf3 ein radioaktives Atom zerfallt.
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11.2. Personelle Wahrscheinlichkeiten

Dafl wir uns hinsichtlich der Wahrheit von Aussagen oft unsicher sind, liegt auf der

Hand. Dies spiegelt sich auch in der Sprache wieder:

Ich bin mir ziemlich sicher, daf ... — Du solltest davon ausgehen, daf} ... — Ich wiirde nicht

ausschliefen, daf} ... — Darauf wiirde ich nicht wetten!

Aber welchen Sinn haben numerische Angaben? Welchen Sinn kann es haben zu sagen,
wir seien von A zu 80 % iiberzeugt? Im Alltag wie in der Wissenschaft finden sich
solche Angaben iiber exakte Uberzeugungsgrade kaum

Ein Ansatz verkniipft die personelle Wahrscheinlichkeit mit Wettquoten. Wettquo-
te (betting rate) bezeichnet den relativen Gewinn bei Erfolg der Wette. Wenn die
Wettquote etwa 1:2,5 betrégt, erhélt man das 2,5-fache des Einsatzes als Ausschiit-
tung:

Einsatz x Wettquote = Ausschiittung.

(Gemeint ist damit die sog. Bruttoquote — von der Ausschiittung mufl noch der Einsatz
abgerechnet werden, um den Gewinn zu erhalten. Bisweilen wird anstelle der Brut-
toquote auch die sog. Nettoquote, die Odds, angegeben: dies ist das Verhéltnis von
Gewinn (Ausschiittung — Einsatz) zum Einsatz. Einer Wettquote von 1:4 (Gewinn: 3)

entsprechen also Odds von 1:3.)

Damit kann man folgendermaflen argumentieren: Wenn ich bereit bin, eine Wette
zu akzeptieren mit einer Wettquote von 1:2 auf die Aussage, dafl es morgen regnet
(A), dann bedeutet dies, dal meine personelle Wahrscheinlichkeit P(A) > 1/2 ist:
Ich halte es mindestens fiir so wahrscheinlich, daf} es regnet, wie die kontradiktorische
Aussage — A, dafl es nicht regnet. Wenn ich nun zugleich bereit wére, eine Wette mit
einer Wettquote von 1:3 gegen die Aussage A zu akzeptieren, dann bedeutet dies,
daB zugleich gilt: P(—A) > 1/3, also P(A) < 2/3. Die personelle Wahrscheinlichkeit
befénde sich also im Bereich 1/2 < P(A) < 2/3.

Damit kann man definieren: Die personelle Wahrscheinlichkeit (der Uberzeu-
gungsgrad) P( ) eines Akteurs hinsichtlich einer Aussage A entspricht gerade der
Wettquote, bei der der Akteur gleichermafien geneigt wére, fir bzw. gegen A zu

wetten.

Die wiirde bedeuten:

128 Auch in der Wissenschaft finden sich solche Angaben nicht, wie auch Verfechter personeller
Auffassungen von Wahrscheinlichkeitsaussagen zugestehen: “This account [nachdem Wissenschaftler
die Wahrscheinlichkeit von Hypothesen ermitteln] bears no resemblance to our ordinary conception
of science. Books on electrodynamics, for example, simply list Maxwell’s equations as laws; they
do not add a degree of confirmation.” Richard C. Jeffrey, Valuation and Acceptance of Scientific
Hypotheses. Philosophy of Science 23 (3), 1956, S. 237-246, hier: S. 246.
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P(A) = 0.5 bedeutet: Nichts spricht gegen eine Wette mit Wettquotienten 1:2 (oder

besser);

P(A) = 0.8 bedeutet: Nichts spricht gegen eine Wette mit Wettquotienten 8:10 (oder

besser).

Man wiirde im letzten Fall erwarten, bei einem Einsatz von EUR 80 und einer Ausschiit-
tung von EUR 100 in 10 Wetten 8 mal EUR 20 zu gewinnen und 2 mal EUR 80 zu

verlieren: no gain, no loss.

Damit hiatten wir eine Interpretation, was es bedeuten kann, dafl jemand einer Aussage
eine bestimmte Wahrscheinlichkeit zuschreibt. Man koénnte sie sogar prinzipiell@

durch durch eine Reihe von Wettangeboten ermitteln.

11.3. Kohirente Uberzeugungen

Aber das Nachdenken iiber Wettquotienten leistet noch etwas mehr: Es kann dazu
dienen zu zeigen, dafl personelle Wahrscheinlichkeiten auch die Kolmogorov-Axiome
erfiillen sollten: Dann und nur dann, wenn ein System von personellen Wahrscheinlich-
keiten dies tut, sind (wie man sagt) die personellen Wahrscheinlichkeiten kohirent,
und dies sollten sie sein: denn sonst gibt es kombinierte Wetten, die man alle ak-
zeptieren wiirde, bei denen man aber insgesamt sicher verliert — sog. Dutch books

(‘Niederlédndische Wetten’; woher die Bezeichnung stammt, ist unklar).
1. Es gilt
0<PA) <1
nach der Definition von Wettquotienten. (Einsatz und Ausschiittung des Quotienten
sind positiv).

2. Weiterhin ist

eine geringere Wettneigung auf A wiirde bedeuten, dafl man Wetten gegen A akzep-

tieren wiirde (was unklug ist).
3. Das letzte Axiom ist die Additivitdt bei einander ausschlieBenden Aussagen A und
B:

P(AV B) =P(A) + P(B);

Wir geben hier nur ein Beispiel dafiir, dal es Dutch books gibt, wenn die Uberzeugungs-
grade gegen das Additivitdtsaxiom verstofen:

129 Praktisch setzt dies freilich einiges voraus: DaB der- oder diejenige hinreichend liquide wire,
an Gewinn tberhaupt interessiert, nicht wahrend der Reihe von Wettangeboten unkonzentriert wird
USW.
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M. glaubt (20 %), dal Tyrion in Staffel 6 sterben wird (T); weiterhin (20 %), da
Daenerys in Staffel 6 sterben wird (D); schlie8lich (50 %), dal Tyrion oder Daenerys
in Staffel 6 sterben wird (O). (Dafl beide sterben, wire etwas viel.) C. bietet M. drei
Wetten an, gegen die M. bei einer Ausschiittung von jeweils 100 pennies nichts haben
kann: 80 pennies gegen T; 80 pennies gegen D; 50 pennies auf O. Dann verliert M.
sicher Geld, wenn er die Wetten zugleich akzeptiert (Abb. 10.1):

Staffel 6 80 gegen T’ 80 gegen D 50 auf O Gesamtgewinn
-T AN D +20 —-80 +50 -10

T N-=-D —-80 +20 +50 -10
=T AN =D +20 +20 —50 -10

Abb. 10.1. Gewinne und Verluste der drei Wetten und Gesamtverlust bei einer Verletzung
des Additivitdtsaxioms (alles in pennies).

Ohne Beweis: Ein System von Uberzeugungsgraden ist genau dann kohiirent,
wenn es die Kolmogorov-Axiome erfiillt. Bei der personellen Wahrscheinlich-
keitsauffassung werden keine Anforderungen an einzelne Wahrscheinlichkeiten gestellt
(Sie kénnen glauben, was sie wollen ...), wohl aber an die Uberzeugungen hinsichtlich

zusammenhéngender Aussagen (... aber nicht alles auf einmal).

11.4. Bayes’sche Erkenntnistheorie

Der Okonom Paul A.Samuelson berichtet, John Maynard Keynes habe auf den ‘Vor-
wurf’, er &ndere am laufenden Band seine Ansichten, geantwortet: “When my in-
formation change, I change my mind. What do you do, Sir?”@ Keynes war
kein Verfechter der Bayes’schen Erkenntnistheoriep—f Diese trégt ihren Namen (wie
bereits erwdhnt) nach dem Reverent (Geistlichen) Thomas Bayes, dem Verfasser des

postum verdffentlichten Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chan-

130 Marc Blaug, John Maynard Keynes: Life, Ideas, Legacy. Basingstoke, London: Macmillian,
1990.

131 Tm Gegenteil: Keynes ist einer der Hauptvertreter einer weiteren Art von Interpretationen der
Wabhrscheinlichkeit, die wir hier aussparen: logischer (bedingter) Wahrscheinlichkeiten. Die Idee ist
hier, dafB} es so etwas gebe wie eine objektive bedingte Wahrscheinlichkeit einer Aussage A angesichts
(gegeben) anderer Aussagen B: eine Wahrscheinlichkeit, mit der bestimmte Aussagen (B) eine andere
(A) stitzen (John M. Keynes, A Treatise on Probability. London: MacMillan and Co., 1921). Die
Schwierigkeiten dieses Ansatzes hat Frank Ramsey — ein zu frith gestorbenes Genie — gut auf den
Punkt gebracht:

“[A] more fundamental criticism of Mr Keynes’ views [...] is the obvious one that there really do not
seem to be any such things as the probability relations he describes. He supposes that, at any rate
in certain cases, they can be perceived; but speaking for myself I feel confident that this is not true.
I do not perceive them, and if I am to be persuaded that they exist it must be by argument [...]”
(Frank Ramsey, Truth and Probability, 1926, in: id., The Foundations of Mathematics and Other
Logical Essays (ed. R.B. Braithwaite). New York: Humanities Press, 1950, S.161.)
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ces@ Bayes’sche Ansétze, die von dieser Arbeit Gebrauch machen, kamen erst in
den 50er Jahren des 20. Jahrhunderts wieder in Mode (Keynes starb 1946). Aber das

Zitat faBt den Kerngedanken des Bayes’schen Ansatzes in der Erkenntnistheorie.

Die Bayes’sche Theorie (Bayesian theory) fufit wesentlich dem Satz von Bayes.
Zur Erinnerung: Seien H und FE Aussagen und P(E) # 0. Dann gilt:

Kurze Form:
P(H|E)=P(H)P(E|H) / P(E) (Satz von Bayes)
Léngere Form:

P(H | E)="P(H) P(E|H) / ('P(E|H)P(H)+ P(E|~H)P(-H)) (Satz von Bayes)

P(E) (totale Wahrscheinlichkeit: R9)

Die Bayes’sche Theorie macht nun zwei Annahmen:

(i) Alle in dem Satz von Bayes auftretenden kategorischen oder bedingten Wahr-
scheinlichkeiten werden als personelle Wahrscheinlichkeiten aufgefafit: Sie brin-
gen allein zum Ausdruck, fiir wie glaubwiirdig die jeweiligen Aussagen gehalten wer-
den. (Es gibt hier keine richtigen oder falschen Einschitzungen dieser Wahrscheinlich-
keiten; die einzige Bedingung ist, dafl das Gesamtsystem kohérent im oben genannten

Sinn ist.)

(ii) Der Satz von Bayes wird als Regel interpretiert, wie man seine Uberzeugun-
gen dndert (belief updating/belief revision), wenn man etwas Neues lernt (sog.
Bayes’sche Konditionalisierung (Bayesian conditionalization)). Wenn Uberzeugungs-

dnderungen dem Satz von Bayes geniigen, ist die Forderung nach Kohérenz erfiillt.

Begrifflichkeit: Die einzelnen kategorischen und bedingten Wahrscheinlichkeiten

tragen im Kontext der Bayes’schen Theorie besondere Bezeichnungen:

P(H) ist die A-priori-Wahrscheinlichkeit (prior probability, im Plural kurz
priors). Sie bezeichnet die personelle Wahrscheinlichkeit von H ohne Wissen um den
Befund E.

P(E | H) ist die Likelihood (likelihood). Warum dieser Ausdruck Likelihood ge-
nannt wird, erschliefit sich nicht leicht; ‘likelihood’ ist eigentlich im Englischen weit-
gehend synonym zu ‘probability’ (Wahrscheinlichkeit). Hier fungiert der Ausdruck als
Fachbegriff. Die Begriffsbildung stammt von Ronald Fisher, der zwischen 1912 und
1922 die sog. Maximum-Likelihood-Methode entwickelte@ Gemeint ist nicht die

132 Thomas Bayes, An Essay Towards Solving a Problem in the Doctrine of Chances. Philosophi-

cal Transactions of the Royal Society of London 53, 1764, S.370-418. (Nachdruck: G. A. Barnard,
Biometrika 45, 1958. Deutsch in: Ostwald’s Klassiker der Ezakten Wissenschaften 169, 1908.)

133 Bei Fisher finden sich drei verschiedene Begriindungen dieser Methode; vgl. John Aldrich, R. A.
Fisher and the Making of Maximum Likelihood 1912-1922. Statistical Science 12 (3), 1997, S. 162—
176; zur Abgrenzung von probability und likelihood s. S.169-170. Einen Vorlaufer hat Fisher in Carl
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Wahrscheinlichkeit der Befunde E angesichts der Hypothese H (bzw. schon, aber dies
ist nicht die Pointe), sondern umgekehrt spricht man von der Likelihood der Hypo-
these H angesichts der Befunde E: Die Maximum-Likelihood-Methode fragt danach,
welche Hypothese die Befunde am wahrscheinlichsten macht. Im Bayes’schen Kontext
ist dieser Bezug eigentlich unpassend; der Begriff ist aber etabliert und praktisch. Wir
verwenden den englischen Ausdruck@

P(E) ist einfach die (personelle) Wahrscheinlichkeit des Befunds (Experiments, evi-
dence) E.

P(H | E) schliefllich nennt man A-posteriori-Wahrscheinlichkeit (posterior
probability). Sie bezeichnet die personelle Wahrscheinlichkeit von H mit Wissen
um den Befund E.

Die A-posteriori-Wahrscheinlichkeit einer Hypothese H ist soll also proportional zum

Produkt von deren A-priori-Wahrscheinlichkeit und der Likelihood sein:

PH|E) = P(H) - P(E|H) |/ P(E) (Satz von Bayes)
—_——— ~—— ———
A-posteriori-W. A-priori-W. Likelihood

Der Likelihood kommt dabei die zentrale Rolle zu: Wahrend verschiedene Leute L
verschiedenen Hypothesen H; verschiedene personelle A-priori-Wahrscheinlichkeiten
Pr(H;) zuordnen koénnen (und aus Sicht des Bayes’sche Ansatzes hieran nichts aus-
zusetzen ist), werden ihre A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten sich mit immer neuen
Erfahrungsbefunden FE, immer weiter anndhnern — man spricht etwas flapsig vom
‘Ausschwemmen der A-priori-Wahrscheinlichkeiten’ (washing out of the
priors). Die Hypothese mit der grofiten Likelihood angesichts der Befunde wird mit
immer neuen Befunden immer wahrscheinlicher werden. (Vorausgesetzt ist dabei, dafl
alle die Likelihoods gleich beurteilen.)

11.5. Beispiel: HRP-2 Schnelltest

Der HRP-2 Schnelltest zur Bestimmung von Plasomdium falciparum dient zur Dia-
gnose von Malaria tropica und zeigt eine hohe Sensitivitidt (88%) und Spezifitit
(95%) (Minimalwerte). Die Inzidenz (H&ufigkeit von Neuerkrankungen) von Mala-

ria in Deutschland ist sehr gering.

Sei M die Hypothese, ein Patient habe Malaria, und + ein positives Schnelltestresul-
tat.

Friedrich Gauss.

134 Tm Deutschen ist die technische Entsprechung ‘MutmaBlichkeit’ (da kann man gleich beim
Englischen Ausdruck bleiben); bisweilen auch ‘Erwartbarkeit’ (dies ist noch ungliicklicher, insofern
‘Erwartungen’ mit Erwartungswerten verbunden sind, also mit frequentistischen Wahrscheinlich-
keitsauffassungen, um die es hier gerade nicht geht).
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P(M|+) = P(M) P(+|M) / ( P(+|M)P(M) + P(+|~M) P(~M) )

Eine Arztin A, die diesen Patienten mit HRP-2 testet, kénnte nun diesen Patien-
ten nach einer Tropenreise und Vorstellung mit Fieberbeschwerden testen, und eine
Malaria-Erkrankung ernsthaft in Betracht ziehen (P4 (M) = 0, 08):

Pa(M|+) = Pa(M) P(+|M) / ( P(+|M) Pa(M)+ P(+|-M) Pa(-M) ) =~ 0,6.

0,08 0,88 0,88 0,08 0,05 0,92
(Dabei ist Pa(—~M) =1—Pa(M) = 0,92 und P(+|-M) = 1 — Spezifizitidt = 0,05.)

Ein Arzt B, der die Anamnese nicht kennt, kénnte einen routineméfigen Test nach ei-
ner Tropenreise vermuten, ohne wirklich eine Malaria-Erkrankung anzunehmen (P(M) =
0,005), und das selbe Resultat anders deuten:

Pe(M|+) = Pp(M) P(+|M) / ( P(+|M) Ps(M)+P(+|-M) Ps(-M) ) ~ 0,08.

0,005 0,88 0,88 0,005 0,05 0,995

In beiden Féllen erhoht der positive Test die Wahrscheinlichkeit:
P(M|+) > P(M).

Je héufiger der Test wiederholt wiirde, um so mehr wiirden sich die Auffassungen
beider PM = 1 anndhern (wenn die Tests weiter positiv ausfallen): Die A-priori-

Wahrscheinlichkeiten werden nach und nach immer unbedeutender.

Dies gilt sowohl bei deterministischen Hypothesen (P(E|H) = 1) wie auch bei sta-
tistischen (P(E|H) < 1). Gibt es mehrere Hypothesen, die miteinander verglichen
werden, so konvergieren die A-posteriori-Wahrscheinlichkeiten dann, wenn sich die

Likelihoods der Hypothesen angesichts der Befunde unterscheiden.

11.6. Objektivitiit

Der klassische (frequentistische) und der Bayes’sche Ansatz sind die beiden promi-
nentesten Arten der Interpretation von Wahrscheinlichkeitsschliissen — beide Anséitze

treten in vielen Variationen auf[>?

Verfechter der klassischen und der Bayes’schen Statistik werfen sich gegenseitig vor,
daB sich beklagenswerte subjektive Aspekte beim jeweils anderen Ansatz finden. Ver-
fechter Bayes’scher Ansétze verweisen v.a. auf die Bedeutung mdoglicher, aber nie
realisierter Ausfille, die Abhédngigkeit des Ergebnisses eines Signifikanztests vom (in-
tendierten) Testdesign und der Art der Stichprobenentnahme, der Teststatistik und
dem willkiirlichen Signiﬁkanzniveau@

135 Daneben gibt es weitere Ansétze, etwa Likelihood-Verfahren.

136 Vgl. Howson/Urbach 2006, S.131-182.
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Verfechter frequentistischer Ansétze verweisen auf die Unbestimmtheit der A-priori-
Wahrscheinlichkeiten sowie auf die Unmoglichkeit, die Wahrscheinlichkeit der Erfah-
rungsbefunde P(FE) objektiv zu bestimmen: dafiir ist man auch die totale Wahrschein-
lichkeit angewiesen, die wiederum auf unbestimmte Ausdriicke fiithrt (P(E|-H); dies
entspricht einer (unendlichen?) Summe von Likelihoods alternativer (wechselseitig
unvertriglicher) Hypothesen — die sog. catchall hypothesis).

Die Bewertung dieser Fragen ist nach wie vor ungeklart und Gegenstand gegenwértiger

Diskussionen in der philosophischen Forschung.
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Symbole

Logische und semantische Folgerungsbeziehung, metasprachliches Vokabular

L) )

folglich logische/semantische Folgerungsbeziehung (zumal zwischen Aussagen)

Aussagenlogik

A, B, C usw. Platzhalter fiir Aussagen bzw. Ereignisse

= Negation (auch — oder ~); “nicht”

A Konjunktion (auch - oder &); “und”

Y Adjunktion (Disjunktion); “einschlieBendes oder”

D Subjunktion (materiales Konditional; auch —); “wenn ... dann”

= Bisubjunktion (materiales Bikonditional; auch <+); “genau dann

‘Wahrscheinlichkeitstheorie

P(A) Wahrscheinlichkeit von A

Q Tautologie bzw. sicheres Ereignis

P(A| B) bedingte Wahrscheinlichkeit von A gegeben B
E(H) Erwartungswert von H

U(H) Nutzen(funktion) von H

Inferentielle Statistik

p (auch: P) p-Wert oder P-Wert (Wahrscheinlichkeitsintegral)
Hyp Null-Hypothese

e Fehlerhaufigkeit fiir Fehler 1. Art

Gelaufige Abkiirzungen

gdw. genau dann, wenn / dann und nur dann, wenn

iff if and only if

wif well-formed formula (wohlgeformter Ausdruck; in AL: Satz)

... wenn”



